
Chapitre 4

La m!thode axiomatique

4.1 D!ductibilit! syntaxique vs. validit! s!mantique

En utilisant les tables de v!rit! pour d!terminer la validit! ou la non"validit! d#un argument, nous
avons suppos! que les phrases sont vraies ou fausses, c#est"$"dire qu#elles poss%dent l#une ou l#autre de
ces valeurs de v!rit!. La m!thode des tables de v!rit! est une m!thode s!mantiqu" pr!cis!ment parce
qu#il est fait r!f!rence $ des propri!t!s &la v!rit! et la fausset!' qui sont (ext!rieures# $ la proposition,
au sens o) ces propri!t!s supposent l#existence d#un monde distinct de la proposition, un monde sur
lequel (porte# la proposition.

Il existe toutefois une autre m!thode, dite syntaxiqu", permettant de tester la validit! d#un argument,
qui ne suppose pas d#embl!e que les phrases aient une valeur de v!rit!.L#id!e centrale consiste $ essayer
de d!river ou de d!duir" la conclusion de l#argument en partant de ses pr!misses et en proc!dant pas #
pas, au moyen de r%gles d!termin!es, jusqu#$ sa conclusion.

Pour mieux comprendre cette m!thode de d!rivatio$, il est utile de consid!rer une m!taphore em"
prunt!e aux !checs : les pr!misses constituent les positions initiales des pi%ces sur l#!chiquier ; les
r%gles de d!rivation correspondent aux r%gles qui permettent de d!placer les pi%ces et de poursuivre
le jeu, et la conclusion correspond aux positions des pi%ces sur l#!chiquier apr%s un certain temps de
jeu. Les r%gles des !checs sont (syntaxiques# parce que vous n#avez pas besoin de savoir que telle pi%ce
est (le roi#, ou telle autre (le fou#, pour apprendre $ les manipuler. &En l#occurrence, l#interpr!tation
(monarchique# des !checs est parfaitement conventionnelle.'

Par cons!quent, nous pouvons distinguer trois degr! d#abstraction linguistique qui correspondent $
di*!rents niveaux de formalisation :

1. +La terre tourne, signi-cation v!rit!
2. + , . v!rit!
3. . .

Le premier niveau correspond au langage naturel, dans lequel les phrases sont dou!es de sens et ont
des conditions de v!rit!. Le second niveau correspond aux phrases sur lesquelles porte la m!thode
s!mantique, qui ont des conditions de v!rit! mais qui ne sont que des variables sans signi-cation d!"
termin!e. C#est $ ce niveau"l$ qu#on examine les sch!mas &(squelettes#' d#inf!rences dont on !tablit la
validit! par des tables de v!rit!. Le troisi%me niveau, dans lequel on fait abstraction non seulement de
la signi-cation des phrases, mais aussi de leur v!rit! ou fausset!, correspond aux phrases sur lesquelles

p
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porte la m!thode syntaxique, et sont consid!r!es comme de purs symboles sans signi-cation d!termi"
n!e et sans valeur de v!rit! particuli%re. De plus, le niveau &1' est formalis! par le niveau &2', qui est $
son tour formalis! par le niveau &3'.

Qu#une phrase puisse ou non /tre d!riv!e d#autres phrases est une question qui concerne uniquement
la syntaxe : il s#agit de la question de savoir s#il est possible de manipuler les symboles repr!sentant les
phrases appel!es +pr!misses,, selon certaines r%gles purement structurelles, de mani%re $ arriver $ des
symboles repr!sentant une autre proposition, appel!e +conclusion,. Cette question est du m/me ordre
que celle de savoir si, selon les r%gles du jeu, telle ou telle position peut /tre atteinte par telle ou telle
pi%ce d#!chec se trouvant dans telle ou telle position. Bien qu#elle admette en principe une r!ponse
m!canique, une telle r!ponse &comme c#est le cas pour les !checs' est souvent loin d#/tre triviale :
souvent, il faut souvent faire preuve d#ing!niosit!.

Nous utiliserons le symbole + , pour signi-er la (cons!quence# au sens syntaxique, c#est"$"dire la d!duc%
tibilit& &ou +d!rivabilit!,', et !tablirons plusieurs correspondances entre cette relation de d!rivabilit!

et la relation de cons!quence s!mantique &ou validit!' = . Nous devons au pr!alable fournir une
d!-nition rigoureuse du langage formel de la logique des phrases.

!

! |

4.2 Le langage de la logique propositionnelle

Pour avoir une id!e claire de ce que sera la syntaxe de notre logique propositionnelle, nous devons
d#abord d!-nir son langage formel de mani%re plus rigoureuse que pr!c!demment &cf. p. ??' :

D!"nition 2. L'alphabet  du  langag" de  la  logique  propositionne(e  classique  se  compose  des  signes
suivants :

L

) des phrases atomiques *p +,*0 p +,*1 p +  … ,une  in-nit!  d!nombrable.12

) les connecteurs *¬ + ,*ne%pas+.,*. . . . . . + ,*et+.,*∧ · · · . . . + ,*ou+.,*∨ · · · . . . + ,*si%alors+. et *→ · · · . . .
+ ,*ssi+.

↔
· · ·

) des symboles auxiliaires : parenth/ses,0irgules

Au lieu de +p ,, nous !crivons parfois +0 ,, pour +p p , +1 ,, + , pour +q r p , etc.

Cette d!-nition &

2

2' nous permet de d!-nir , notre langage formel de la logique des phrases. Nous
d!terminons ainsi quelles phrases font partie de ce language, en d!-nissant ce qu#est une formule
bien"form!e de :

L

L

D!"nition 3. Une  formule  propositionne(e  est  d!-nie  de  mani/re  r!cursive  comme  sui1 :

) Toute  phrase  atomique  de  la  forme  *p + ,pour n'importe queli i∈ .  est  une  formule  propositionne(e.N
) Si est  une  formule  propositionne(e, alorsφ !(¬φ) est  une  formule  propositionne(e."
) Si e1 sont des formules propositionne(es, alorsφ ψ !(φ ∧ ψ) ," !(φ ∨ ψ) ," !(φ → ψ) e1" !(φ ↔ ψ)

sont des formules propositionne(es.

Comme au pr!alable, nous utilisons des minuscules grecques +

"

,, + ,, + ,, … pour les noms des
formules arbitraires &pas n!cessairement atomiques'. Il s#agit des noms m!talinguistiques : + , ne fait
pas partie de

φ ψ χ
φ

, notre langage"objet, mais nous sert $ parler d" ses formules. L#ensemble de toutes les
formules du langage est d!not! par +

L
L Fml(L ,. Les demi"crochets de Quine sont utilis!s pour parler de)

1Les phrases atomiques sont souvent appel!es +phrases variables,, pour indiquer qu#elles sont consid!r!es comme variables
dans les sch!mas d#inf!rence. Puisque nous introduirons plus tard &dans le chapitre 8' les variables &souvent appel!es +variables
individuelles,' de la logique des pr!dicats, qui sont d#un autre type &elles peuvent, par exemple, /tre li!es par des quanti-cateurs
etc.', j#!vite cette d!nomination trompeuse.
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toutes les formules ayant une forme particuli%re.+!(¬φ) ,, par exemple, est un nom pour une formule
arbitraire qui consiste en une parenth%se, un signe de n!gation, une phrase &simple ou complexe' et
encore une parenth%se : +

"

(¬p1 ,, mais aussi +) (¬¬p1 , et +) (¬(p0 ∧ p1 , en sont des exemples.2

Pour rendre nos formules plus faciles $ lire, nous adoptons les conventions suivantes :

))

. + , relie son argument plus fortement que + , et + , : quand il pr!c%de une seule proposition,
le connecteur + , sera donc !crit sans parenth%ses. Au lieu de +
¬ ∧ ∨

¬ ¬(p) ∧ ¬(p ∨ q ,, nous !crivons
donc +

)
¬p ∧ ¬(p ∨ q ,.)

. Pour des occurrences r!p!t!es de + , et + ,, on adoptera la convention +groupement $ gauche, :
les parenth%ses qui se ferment vers la gauche sont implicites. Nous !crivons donc +

∧ ∨
(p ∧ q ∧ r ,

pour +
)

((p ∧ q) ∧ r ,.)
. Les parenth%ses ext!rieures &qui ne sont ni pr!c!d!es ni suivies d#un connecteur' sont implicites.

Au lieu de +(p ∧ q ,, nous !crivons +) p ∧ ,.

On peut omettre davantage de parenth%ses en donnant des priorit!s aux connecteurs, dans l#ordre
suivant :+

q

,,+ ,,+ ,,+ ,,+ ,. Ainsi,+↔ → ∧ ∨ ¬ ¬p∧ , correspond $ +q (¬p)∧ ,,+q (p∨q → r) ↔ (¬p∧¬q)∨ ,
$ +

r
((p ∨ q) → r)) ↔ (((¬p) ∧ (¬q)) ∨ r , etc.

Nous pouvons !galement d!-nir ce qu#est une th!orie :

)

D!"nition 4. Une th!orie  est  un ensemble  ,-ni  ou  in-ni.  de  formules  propositionne(es.

Nous abr!geons des th!ories par +Th ,,+1 Th , etc.Pour ne parler que d#une seule th!orie, nous utilisons
+

2

,. Notons qu#une th!orie peut avoir un seul membre, p.ex.Th Th Th = {φ , ou /tre vide} Th = .

Notons que ces d!-nitions !taient purement syntaxique : nous n#avons fait aucune r!f!rence aux
signi-cations ou valeurs de v!rit! des formules propositionnelles. Nous avons seulement consid!r!
leur forme et la mani%re dont elles sont construites $ partir des phrases simples.

L#avantage d#une d!-nition syntaxique rigoureuse de notre langue est qu#elle nous permet de revenir sur
la question d#interd!-nissabilit! des connecteurs. Nous avons d!j$ vu de quelle mani%re nous pouvions
d!-nir + , en termes de + , et de + , gr0ce aux lois de Morgan. Nous allons $ pr!sent avoir un r!sultat
plus radical : il est possible de d!-nir tous les connecteurs binaires $ partir d#un seul. Mais pour y
parvenir, nous devons d#abord !largir &temporairement' notre langage.

Consid!rons le connecteur + ,, appel! +barre de She*er, &+She*er#s stroke,' &

∅

∧ ∨ ¬

| Sche*er 1913'. Il est d!-ni
par la table de v!rit! suivante :

φ ψ !φ|ψ"

On voit que

V V F
V F V
F V V
F F V

!φ|ψ repr!sente la (non"conjonction# de" et de ;φ ψ !φ|ψ veut dire que" est incompatible
avec , et qu#au moins l#une de ces deux formules &peut"/tre les deux' est fausse.+

φ
ψ , correspond donc,

comme signe du langage"objet, $ la relation m!talinguistique de contrari!t! ;
|

!φ|ψ est !quivalente
&s!mantiquement' $

"
!¬φ ∨ ¬ψ et $" !¬(φ ∧ ψ) .

Ajoutons +

"
, $ notre langue de la mani%re suivante.|

2De mani%re encore plus math!matique, la d!-nition &3' stipule que l#ensemble des formules bien"form!es Fml(L soit
+ferm!, sous certaines op!rations, $ savoir la n!gation, la conjonction, la disjonction et l#implication : si

)
et appartiennent

$
φ ψ

Fml(L , alors il en va de m/me pour toutes les formules que nous pouvons obtenir de) et par les op!rations de n!gation,
conjonction, disjonction et implication.

φ ψ
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D!"nition 5. Soi1 la  langue  d!-nie  par  les  d!-nitions &L 2' e1 &3'. Nous  construisons  une langu" L e$
ajoutant  # &

∗

2' la claus"

) * +  ,*est  incompatible  avec+.

et  en  ajoutant  # &

|

3' la claus"

) Si e1 sont des formules propositionne(es, alorsφ ψ !(φ|ψ) est  une  formule  propositionne(e.

Nous pouvons montrer que dans

"

L , tous les autres connecteurs sont d!-nissables $ partir de +∗ , :|

!¬φ" :⇐⇒ !φ|φ"
!φ ∧ ψ" :⇐⇒ !(φ|ψ)|(φ|ψ)"
!φ ∨ ψ" :⇐⇒ !((φ|φ)|(ψ|ψ))"

!φ → ψ" :⇐⇒ !(φ|(ψ|ψ))"
!φ ↔ ψ" :⇐⇒ !((φ|(ψ|ψ)) | ((φ|φ)|ψ)) | (ψ|(φ|φ)) | ((ψ|ψ)|φ)

Ces d!-nitions sont (correctes# dans le sens qu#il s#agit r!ellement d#!quivalences s!mantiques ; c#est"$"
dire que les formules $ droite du signe de d!-nition ont la m/me table de v!rit! que celles de gauche,
ce qui garantit leur intersubstituabilit! dans tous les contextes extensionnels.3

"

4.3 Un peu d#histoire

La logique classique moderne, telle qu#elle est enseign!e dans ce cours, repose sur les travaux de
Gottlob Freg" &1848.1925', math!maticien et philosophe allemand de la deuxi%me moiti! du 19%me
si%cle. Frege a observ! que les raisonnements des math!maticiens de son temps !taient (intuitifs# dans
le sens o) ils utilisaient des connecteurs (logiques# &+donc,,+il s#ensuit que,,+par cons!quent, etc.' pour
marquer les di*!rentes !tapes de leurs raisonnements sans pour autant /tre capables d#en donner une
justi-cation m!ticuleuse.Ils sautaient, pour ainsi dire, des !tapes.Le probl%me que pose cette m!thode
de (raccourcis#, bien qu#elle soit certainement pratique dans l#enseignement des math!matiques et
in!vitable dans la vie math!matique de tous les jours, est qu#il est tr%s di1cile, lorsqu#une preuve
n#aboutit pas ou qu#un r!sultat paradoxal est obtenu, d#identi-er l#endroit exact o) le raisonnement
prend la mauvaise route et o) l#erreur a !t! commise. En insistant sur le fait que les raisonnements

3En fait, il su1t de montrer la d!-nissabilit! de + , et de + , en termes de + ,. La d!-nissabilit! des autres s#ensuit alors
comme suit :

¬ ∨ |

!φ ∨ ψ" ⇐⇒ !¬(¬φ ∧ ¬ψ)"
:⇐⇒ !(((φ|φ)|(ψ|ψ))|((φ|φ)|(ψ|ψ))) | (((φ|φ)|(ψ|ψ))|((φ|φ)|(ψ|ψ)))"

!φ → ψ" ⇐⇒ !¬(φ ∧ ¬ψ)"
:⇐⇒ !((φ|(ψ|ψ))|(φ|(ψ|ψ))) | ((φ|(ψ|ψ))|(φ|(ψ|ψ)))"

!φ ↔ ψ" ⇐⇒ !(φ → ψ) ∧ (ψ → φ)"
:⇐⇒ !( ((φ|(ψ|ψ))|(φ|(ψ|ψ))) | ((φ|(ψ|ψ))|(φ|(ψ|ψ))) |

((ψ|(φ|φ))|(ψ|(φ|φ))) | ((ψ|(φ|φ))|(ψ|(φ|φ))) ) |
( ((φ|(ψ|ψ))|(φ|(ψ|ψ))) | ((φ|(ψ|ψ))|(φ|(ψ|ψ))) |
((ψ|(φ|φ))|(ψ|(φ|φ))) | ((ψ|(φ|φ))|(ψ|(φ|φ))) )

Il est clair que les !quivalences non"abr!g!es pour l#implication et l#!quivalence sont parfaitement illisibles et qu#une logique
qui n#op!rerait qu#avec la barre de She*er serait impossible $ pratiquer &et di1cile $ enseigner'. Son importance r!side dans le
fait que l#on puisse d!-nir la n!gation et la conjonction $ partir de +

"

, . la d!-nissabilit! des autres connecteurs s#ensuit, puisque
tous les autres connecteurs sont eux"m/mes d!-nissables $ partir de + , et + ,.

|
¬ ∧
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en math!matiques devaient /tre sans lacunes, tels que chaque assertion s#ensuive logiquement des
pr!c!dentes, Frege a d!velopp!, dans son +id!ographie, &Frege 1879',4 ce qui est aujourd#hui consid!r!
comme la logique classique, propositionnelle et des pr!dicats.

Frege n#!tait pas le seul, mais le plus m!ticuleux, des pionniers des math!matiques modernes. L#italien
Giuseppe Peano &1858.1932' et l#am!ricain C.S. Peirce &1839.1914' en sont d#autres. 5 Frege utilisait une
notation bi"dimensionnelle qui, bien qu#elle ait eu certaines avantages, s#est av!r!e trop compliqu!e
par la suite. Pour une implication mat!rielle +p → ,, Frege !crivait, par exemple, la formule suivante :

La formule commence par un trait vertical, appel! (trait de jugement#, qui signi-e que l#implication
est non seulement entretenue ou suppos!e, mais !galement a1rm!e.6 Le trait horizontal suivant est
appel! (trait de contenu#. Il indique que la formule qui suit exprime une phrase sens!e, $ savoir un
contenu susceptible d#/tre soit vrai, soit faux.

Mis $ part la notation bi"dimensionnelle de Frege,7 il y a la notation (alg!brique# de George Boole &o)
la n!gation +

q

q

p

¬ , est exprim!e par une barre + ,8 et la notation dite (polonaise# de Jan 2ukasiewicz, qui
permet de supprimer toute ponctuation sans risquer l#!quivoque.9 Aujourd#hui on utilise g!n!ralement

p p

4Le d!veloppement d#une notation formelle de la pens!e est une tentative de r!aliser l#id!e de Leibniz d#une langue caract!"
ristique universelle. Sur son histoire, cf. Barnes &2002'.

5Frege avait, bien  s3r, d#autres pr!d!cesseurs, notamment les deux math!maticiens anglais, George Boole &1815.1864',
l#inventeur de l#alg%bre Bool!enne et Auguste de Morgan &1806.1871', qui a !t! le premier $ remarquer que la logique d#Aristote
!tait incapable de justi-er les inf!rences bas!es sur des propri!t!s de relations &par exemple l#inf!rence de +Sam aime Marie,
$ +Sam aime quelqu#un, et $ +Marie est aim!e par quelqu#un,' et en a d!velopp! une logique. S#inspirant du raisonnement al"
g!brique, Boole a classi-! les connecteurs propositionnels d#apr%s leurs e*ets sur des classes. Cette +alg%bre de la logique, fut
perfectionn!e par Jevons, Venn, Schr4der et Whitehead.

6Wittgenstein, dans le Tractatus, a accus! le #trait de jugement# d#introduire un !l!ment !tranger au formalisme : d#apr%s lui,
la logique ne s#occupe point de la question de savoir si ses phrases sont a1rm!es ou non. Frege avait argument! qu#il !tait
n!cessaire de consid!rer toutes les pr!misses comme a1rm!es pour distinguer le discours scienti-que &qui cherche $ d!couvrir
des v!rit!s, y inclut les v!rit!s logiques' du discours tenu sur sc%ne, Wittgenstein &1921: §4.442' a avanc! que les acteurs, pour
convaincre leur public, utilisaient eux"aussi le trait de jugement.

7Pour un exemple plus compliqu! de la logique des pr!dicats &th!or%me 71 de la Begri2sschri3' :

F (y)

f(x, y)

F (x)

b a F (a)

f(b, a)

F (b)

F (y)

f(x, y)

a F (a)

f(x, a

Dans notre notation &future', ceci est !quivalent $ la formule

)

(∀a(f(x, a) → F (a)) → (f(x, y) → F (y))) → (∀b(F (b) →
∀a(f(b, a) → F (a))) → (F (x) → (f(x, y) → F (y

8Cette notion permet une formulation tr%s !l!gante des lois de Morgan comme (loi d#!limination des barres doubles# :

))))

!(φ ∧ ψ)" ⇐⇒ !(φ ∨ ψ)"
!(φ ∨ ψ)" ⇐⇒ !(φ ∧ ψ)

9Dans la notation polonaise, les connecteurs sont repr!sent!s par des lettres qui pr!c%dent imm!diatement ce sur quoi
ils  portent. L#op!rateur principal est donc toujours plac! en t/te. Si +

"

, repr!sente la n!gation, + , la disjonction, + , laN A K
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un compos! de la notation de Peano &qui contenait un simple point + , pour la conjonction' et celle
des logiciens et philosophes anglais Bertrand Russell et Alfred North Whitehead &qui utilisaient +

.
,

pour l#implication mat!rielle et + , pour l#!quivalence mat!rielle ; la 5%che + , vient de Hilbert'.

M/me si Frege a !t! le philosophe"math!maticien le plus important $ sortir la logique du dogmatisme
aristot!licien et $ la lib!rer du paradigme st!rile de la syllogistique qui l#avait domin!e pendant plus de
deux mille ans, ses travaux n#ont pas !t! reconnus durant sa vie. C#est l#oeuvre volumineuse Principia
Mathematica de Russell et Whitehead &

⊃
≡ →

Russell et Whitehead 1910' qui mit sa contribution en lumi%re.

D%s le d!but du d!veloppement d#une logique capable de formaliser les raisonnements des math!ma"
ticiens, elle a !t! utilis!e pour l#axiomatisation de l#arithm!tique &cf. Frege &1884' et Dedekind &1888''.
Les deux volumes des Grundgesetz" &+lois fondamentales de l#arithm!tique,', Frege &1893' et Frege
&1903'' ont achev! ce travail. Ce qui n#!tait jusqu#$ la -n du 19%me si%cle qu#une !tude de certaines
entit!s !lusives qu#on appelait des (nombres# est alors devenue une science, fond!e sur une base solide.
Il !tait -nalement possible de donner des r!ponses $ des questions aussi fondamentales que +qu#est"ce
qu# un nombre ?,, +sous quelles conditions + , &p.ex. : +2+2,' et + , &p.ex. : +4,' d!notent"ils le m/me
nombre ?,, +en quel sens les nombres naturels font"ils partie des nombres rationnels ?,, etc.

En d!rivant les th!or%mes math!matiques d#axiomes purement logiques, par des preuves qui suivent
des r%gles d#inf!rence logiques, Frege avait une motivation philosophique dans son projet de poser les
math!matiques sur une base logique. Contre Kant, il voulait montrer que les phrases math!matiques
n#!taient pas synth!tiques : Kant, dans sa Critique  de  la  Raison  Pur" &

n m

Kant 1781 1787', a1rmait que les
math!maticiens d!rivent leurs connaissances de la construction de concepts, c#est"$"dire de l#intuition
qui leur est donn!e a priori, ind!pendamment de la perception. Contre Kant, Frege maintenait que les
math!matiques !taient aussi analytiques &et a priori' que les lois logiques dont ils peuvent /tre d!riv!s.
Cette position en philosophie des math!matiques, qui con6oit les math!matiques comme r!ductibles
$ la logique, a re6u le nom de +logicism",.

C#!tait dans le premier volume des +lois fondamentales de l#arithm!tique, &Frege 1893' que Bertrand
Russell &1872.1970' a d!couvert ce qu#on appelle aujourd#hui le (paradoxe de Russell#. Russell, dans une
lettre !crite $ Frege en 1902, a remarqu! que les axiomes que Frege avait donn! pour l#arithm!tique
&en particulier son fameux axiome V qui dit que toute condition &pr!dicat' d!termine un ensemble'
permettaient la formation de l#ensemble de tous les ensembles qui ne se contiennent pas eux"m/mes.
Il en d!rivait une contradiction, montrant ainsi que les axiomes de Frege ne pouvaient pas tous /tre
vrais.

Un ensemble tel que {x | est un nombre naturelx ou} {x | est une vache suissex ne se contient pas
lui"m/me, puisqu#un ensemble n#est pas un nombre ni une vache suisse. Un ensemble tel que

}
{x |

est un ensemble
x

, cependant, es1 un membre de lui"m/me. Pour d!river le paradoxe, construisons
maintenant l#ensemble de tous les ensembles qui ne se contiennent pas eux"m/mes et appelons"le +

}
, :a

a := {x | x ,∈x

Nous pouvons maintenant formuler la question de savoir si

}

se contient lui"m/me, c#est"$"dire sia a∈ .
Aucune r!ponse coh!rente $ cette question ne peut /tre donn!e :

a

R1 Si se contient lui"m/me &a a∈ ', alors satisfait la condition qui d!-nit cet ensemble : alors
est l#un des ensembles qui ne se contiennent pas eux"m/mes &c#est"$"dire que est un ensemble

tel que

a a a
a

x x ,∈ '. Alors il ne se contient pas lui"m/me.x

R2 Si, $ l#inverse, ne se contient pas lui"m/me &a a ,∈ ', alors satisfait la condition de ne pas sea a

conjonction et + , l#implication,+C ¬p∨ , devient + ,, +q ANpq ¬(p∨ q , devient +) ,, +NApq ((p∨ q)∧¬r) → ¬(p∨ q , devient
+

)
, &ce qui se (d!compose# en +CKCApqrNrNApq C(K(C(Apq)r)Nr)(N(Apq , sans univoque' etc.))
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contenir lui"m/me &c#est"$"dire que est un tel quea x x ,∈ ' ; comme cette condition d!-nit
quels ensembles appartiennent $ , alors se contient lui"m/me.

Nous obtenons alors une preuve de l#assertion suivante :

x
a a

a∈a ⇐⇒ a ,∈

se contient lui"m/me si &R1' et seulement si &R2' ne se contient pas lui"m/me. Il s#agit d#une
contradiction. On peut donc inf!rer, par r!duction $ l#absurde, qu#au moins une des pr!misses des"
quelles la contradiction a !t! inf!r!e doit /tre fausse. Comme ces pr!misses !taient les axiomes du
syst%me de Frege, la contradiction a montr! que ces axiomes ne pouvaient pas tous /tre vrais.

Frege a !t! an!anti par cette d!couverte de Russell ; il a essay! de recti-er son syst%me dans le deuxi%me
volume des Grundgesetz" &

a

a a

Frege 1903' &cette tentative a re6u le nom +Frege#s Way Out,', mais il n#en
!tait pas satisfait. Par la suite, il a abandonn! son logicisme et en fut a7ig! jusqu#$ sa mort.10 Ses
changements ont !t! attest!s inad!quats par Le8niewski en 1938 &cf. Quine 1955'.

Une conclusion qu#on tirait du paradoxe de Russell !tait que certains ensembles sont trop (grands# pour
pouvoir appartenir $ d#autres ensembles : les ensembles ne peuvent pas tous /tre membre d#autres
ensembles. La th!orie des ensembles, d!velopp!e $ la -n du 19%me si%cle par le math!maticien Georg
Cantor &Cantor 1883: cf. par ex.', a d3 reconna9tre ce qu#on appelle des +classes propres,, c#est"$"dire
des entit!s qui, comme les ensembles ordinaires, contiennent des membres, mais qui ne peuvent pas
eux"m/mes /tre membres d#autres ensembles. Mais comment les exclure ?

Russell  et Whitehead, dans les Principia Mathematica, ont d!velopp! ce qu#on appelle une th!orie
des types. De mani%re analogue $ la distinction entre langage"objet et m!talangage, ils attribuaient $
chaque expression un (type# de la mani%re suivante : Les choses qui ne sont pas des ensembles sont du
type 0, les ensembles qui ne contiennent que des choses qui ne sont pas des ensembles sont du type 1,
les ensembles qui ne contiennent que des entit!s du type 0 et 1 sont du type 2 etc.Ils stipulaient qu#une
expression de la forme +x∈ , n#est bien form!e que si l#entit! d!not!e par + , est d#un type inf!rieur au
type de l#entit! d!not!e par + ,, excluant ainsi l#auto"r!f!rentialit! dans +

y x
y a∈ , qu#il voyaient comme

source du paradoxe.

Un autre approche consistait dans une th!orie axiomatique. Le math!maticien Ernst

a

Zermelo &1908'
a formul! des axiomes pour la th!orie des ensembles, de mani%re $ ce qu#ils ne permettent pas de
construire le paradoxe de Russell. Il !tait donc possible de remplacer la notion intuitive d#(ensemble#
&une sorte de collection d#objets dans laquelle on fait abstraction de tout ce qui leur est particulier' par
une d!-nition rigoureuse : on appelle +ensemble, tout ce qui satisfait les axiomes d#une certaine th!o"
rie , appel!e +th!orie des ensembles,. La notion intuitive &et (s!mantique#' a donc !t! remplac!e par
une notion purement structuraliste &(syntaxique#'.11 Impressionn! par Frege et par son d!veloppement
d#une notion purement syntaxique de preuve dont la correction peut /tre v!ri-!e m!caniquement,

Th

10Certains philosophes ont tent! de r!animer le logicisme au cours de ces vingt derni%res ann!es en d!veloppant l#arithm!tique
sur la base d#un axiome plus faible que le fameux axiome V de Frege, $ savoir le principe de Hume. Le principe de Hume
dit que deux concepts d!terminent le m/me nombre si et seulement si les choses dans leurs extensions se trouvent dans
une correspondance bijective : +co3teau sur la table, et +fourchette sur la table, sont !quinum!riques &d!terminent le m/me
nombre' ssi pour toute fourchette, il y a un co3teau sur la table, et vice versa. L#int!r/t philosophique de ce projet porte alors sur
la question de savoir en quel sens le principe de Hume m!rite d#/tre appel! +principe logique, &cf. Wright 1983; Hale et Wright
2001'.

11Pour mieux comprendre l#approche (structuraliste#, consid!rons les axiomes de Peano pour l#arithm!tique qui stipulent que
les nombres naturels constituent une (progression# : 0 est un nombre naturel, et tout (nombre successeur# &++1,' d#un nombre
naturel est un nombre naturel. Le probl%me avec ces axiomes est que mis $ part la s!rie que nous reconnaissons intuitivement
comme celle des nombres naturels, $ savoir 〈0, 1, 2, 3, 4, . . . , beaucoup d#autres (progressions# les satisfont, par ex. les nombres
paires

〉
〈0, 2, 4, 6, . . . . Dans ce cas, un structuraliste d!fendrait la position selon laquelle nous n#avons aucune raison d#attribuer

le nom de +nombres naturels, $ la premi%re progression sans l#attribuer $ la deuxi%me.
〉



76 4. La m!thode axiomatique

le math!maticien allemand David Hilbert &1862.1943' a fond! une !cole de philosophie des math!"
matiques, aujourd#hui appel!e *formalisme+. Le formaliste consid%re les math!matiques et la logique
comme des mani%res de manipuler des symboles en suivant certaines r%gles. Les math!matiques que
les r!alistes prennent pour une science d#une r!alit! abstraite et !ternelle d#objets math!matiques sont
consid!r!es par les formalistes comme une activit! linguistique.

Le formalisme fut fortement in5uenc! par le d!veloppement de di*!rentes g!om!tries. Kant pensait
que la g!om!trie euclidienne !tait la science de l#espace et qu#elle !tait pr!suppos!e par tous nos
jugements spatiaux. En fait, beaucoup de nos jugements en g!om!trie sont bas!s sur la perception, et
ses axiomes &comme, par exemple, le 5%me axiome d#Euclide qui dit que par un point donn! ext!rieur
$ une droite donn!e, il ne passe qu#une seule droite parall%le $ ' semblent !vident. Pourtant, au
cours du XIX"%me si%cle, Lobachevsky notamment avait r!ussi $ construire des g!om!tries sans cet
axiome.On d!couvrait qu#en dehors de la g!om!trie euclidienne, il existait d#autres syst%mes d#axiomes
non !quivalents, mais qui traitaient !galement de notions (g!om!triques#  comme +point,, +ligne,,
+parall%le,  etc. Comme ces syst%mes d#axiomes !taient !galement consistants, la question se posa de
savoir si ces di*!rents syst%mes !taient des th!ories rivales portant sur le m/me domaine, en donnant
une description soit vraie soit fausse d#une r!alit! ind!pendante ou s#il s#agissait plut:t de di*!rents
langages qui d!-nissaient leurs notions de mani%re implicite et ne se trouvaient pas en d!saccord.
Les formalistes ont pris la deuxi%me voie et ont d!cid! de consid!rer les math!matiques comme
construction de syst%mes formels qui d!-nissent eux"m/mes le domaine dont ils parlent. Hilbert
d!fendait la position selon laquelle il n#existe pas de contenu intuitif $ +point,, +ligne,, +parall%le,
etc. mis $ part des signi-cations que les d!-nitions purement structuralistes leur attribuaient dans le
cadre d#une g!om!trie axiomatique &cf.

a
d d

Hilbert 1899'.

Hilbert a fond! les m!tamath!matiques, une science qui utilise les outils et les m!thodes de la logique
et des math!matiques ordinaires pour parler des syst%mes formels. Au lieu de d!velopper telle et
telle axiomatisation d#un domaine math!matique &comme la logique propositionnelle, des pr!dicats,
l#arithm!tique ou la g!om!trie', les m!tamath!matiques !tudient de telles axiomatisations et essayent
d#en !tablir des propri!t!s telles que la consistance, la compl!tude, la d!cidabilit! etc.Hilbert a formul!
un programme de (m!ta"math!matisation# des math!matiques en 1920. Ce +programme de Hilbert,
essayait de montrer que la totalit! des math!matiques pouvait /tre d!duite d#un system d#axiomes et
d!montr! /tre consistant.

Cependant, ce programme fut heurt! par l#annonce d#une d!couverte historique du jeune logicien
autrichien Kurt G4del qui, en 1931, a d!montr! l#incompl!tude de l#arithm!tique &G4del 1931'. G4del
d!montrait que tout syst%me formel consistant et susceptible de formaliser en son sein l#arithm!tique
des nombres entiers, est incomplet.Autrement dit, il permet la formulation d#une formule qui . d#apr%s
le syst%me . exprime une phrase vraie mais qui ne peut pas /tre d!montr!e dans ce syst%me. Nous
reviendrons sur cette d!couverte au chapitre 15 &p. 225 et suivantes'.

En lien avec le paradoxe de Russell, d#autres probl%mes, des (paradoxes s!mantiques# tels que le (para"
doxe du menteur#, ont !galement !t! soulev!s :

&M' &M' est une phrase fausse.

&M' est une phrase qui s#appelle +&M', et parle donc d#elle"m/me. Si &M' est vraie, alors elle est ce
qu#elle dit, alors elle est fausse. A l#inverse, si &M' est fausse, alors elle est ce qu#elle dit, alors elle vraie.
On a donc une preuve de la contradiction suivante :

&M' est vraie &⇐⇒ M' est fausse.
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Il semblait donc qu#un pr!dicat aussi fondamental que +… est vrai, est contradictoire. En 1936, le
logicien et m!tamath!maticien Alfred Tarski &1933', issu de la fameuse !cole polonaise de logique
&Twardowski,2ukasiewicz, Adjukiewicz, Kotarbi;ski, Le8niewski', est parvenu $ donner une d!-nition
non"contradictoire de +… est vrai,, en faisant la distinction entre langage"objet et m!talangage. Ce fut
le d!but de la s!mantique syst!matique.12

Outre le logicisme de Frege et le formalisme de Hilbert, une troisi%me tradition en philosophie des
math!matiques a !merg! au d!but du 20%me si%cle, $ savoir l#intuitionnism" du logicien hollandais
Lutinez Egbertus Jan Brouwer &1881.1966'. Brouwer &1918'  et son !tudiant Arendt Heyting &1956'
adh!raient $ une philosophie constructiviste qui rejetait les preuves non"constructives. Un exemple
d#une preuve non"constructive est une preuve qui d!montre une disjonction !φ∨ψ sans pour autant
montrer lequel des disjoints est vrai.13 Les intuitionnistes ont !galement rejet! le principe du tiers
exclu. Ce rejet !tait justi-! par leur interpr!tation de la disjonction : prouver que

"

p ∨ , pour les
intuitionnistes, veut dire prouver soit que soit que : nous ne pouvons pas prouver une disjonction
sans prouver au moins un des disjoints. Ils ont !galement donn! une interpr!tation (prouvabiliste# $
la n!gation ; prouver que

q
p q

¬ , c#est prouver qu#on ne peut pas prouver que . C#est pour cette raison
qu#ils rejetaient le tiers exclu : il existe de nombreux cas dans lesquels on n#arrive ni $ prouver que
ni $ prouver que

p p
p

¬ . L#!cole des intuitionnistes a donc d!velopp! sa propre logique &la logique dite
(intuitionniste#', dans laquelle

p
!φ ∨ ¬φ n#est pas un th!or%me.

Au centre de cette grande renaissance que la logique et les math!matiques ont connues entre 1879 et
1931 se trouvaient donc les notions que l#on discutera par la suite : la distinction entre la syntaxe et la
s!mantique, les notions purement syntaxiques d#un calcul &un syst%me axiomatique' et d#une preuve
&un raisonnement $ l#int!rieur d#un tel syst%me'.

"

4.4 Ce qu#est un calcul

Si on entend par +logique, un ensemble de phrases consid!r!es comme valides &par rapport $ cette
logique' ou une relation de cons!quence s!mantique particuli%re, un calcul est un syst%me formel qui
axiomatis"cet ensemble de phrases ou cette relation de cons!quence.Une telle axiomatisation consiste
en la di*!rentiation de deux types de phrases : d#axiomes et de th!or/mes . telles que les th!or%mes
peuvent /tre d!duits des axiomes. Les axiomes forment le noyau de la formalisation ; typiquement,
ils postulent que la relation de cons!quence a certaines propri!t!s particuli%res. Les th!or%mes nous
permettent d#!valuer la qualit! d#une axiomatisation particuli%re ; ils sont des phrases d!riv!es du calcul

12Nous retournerons au paradoxe du menteur $ la p. 225.

13Une telle preuve est celle que l#on a d!j$ rencontr!e dans la premi%re le6on &p. 12' :

Th!or$me 6. Il y a des nombres transcendants ,= non%rationnels. e1 tels qu"a b a est  rationnel.

P<=>?= Consid!rons le nombre r!el

b

c :=
√

2
√

. Soit
2

c∈ , soitQ c ,∈ &le principe du tiers exclu'. Dans les deux
cas, il y a des nombres transcendants

Q
et tels quea b a est rationnel.b

1. c ∈ . AlorsQ a :=
√

et2 b :=
√

, comme2
√

est transcendant.2 ab =
√

2
√

2
= est, sous cette

supposition, un nombre rationnel.
c

2. c ,∈ . AlorsQ a := etc b :=
√

&2 etc
√

sont transcendants sous cette supposition'.2 ab = (
√

2
√

2
)
√

2 =

(
√

2)(
√

2·
√

2) = (
√

2)2 est un nombre rationnel.
Nous concluons, par la r%gle d#inf!rence qu#on appelle +!limination de la disjonction, &cf. p.

= 2

112', que l#a1rmation
est prouv!e.

Cette preuve ne nous fournit pas des nombres transcendants sp!ci-ques

!

et tels quea b a soit rationnel. Elle montre qu#il
doit y en avoir, sans pour autant nous en fournir d#exemplaires particuliers. C#est pour cette raison"ci qu#elle est appel!e +non"
constructiviste, : elle ne nous permet pas de (construire# des nombres concrets qui prouvent l#a1rmation.

b
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$ l#aide des r%gles d#inf!rence permises dans ce calcul.

Le calcul, lui aussi, n#est rien d#autre qu#un ensemble de phrases ; c#est une entit! purement syntaxique,
comme une langue, et comme une langue il est construit $ l#aide d#une d!-nition r!cursive . $ la
di*!rence qu#il ne s#agit pas d#une d!-nition de +formule bien form!e, &cf. p. ??', mais d#une d!-nition
de +th!or%me,. Les axiomes correspondent aux phrases atomiques &= la (base# de la r!cursion' et les
th!or%mes aux formules bien form!es :

D!"nition 7 &Calcul'. Un calcul est  un ensemble de formules propositionne(es d!termin!  par un ensembl"
de formules propositionne(es qui sont appel!es *axiomes+ et des r/gles d 'inf!rence.Un  !l!ment  de  cet  ensembl"
est  appel!  *th!or/me+.Ce  qu'est  un  th!or/me  est  d!termin!  par  la  d!-nition  r!cursive  suivant" :

) Tout  axiome  est  un  th!or/me.
) Une  formule  propositionne(e  obtenue  par  l 'application  d 'une  r/gle  d 'inf!rence  #  des  th!or/mes  est  u$

th!or/me.
) Rien  d 'autre  n'est  un  th!or/me.

On peut dire qu#un calcul est un ensemble de formules g!n!r! par les r%gles d#inf!rence sur la base des
axiomes.14 Les r%gles d#inf!rence sont des sch!mas d#inf!rences ayant la forme suivante :

&1'

Les formules , , , … sont appel!es *pr!misses+ de la r%gle d#inf!rence, la formule *conclusion+. A ce
stade, il n#est pas requis que ces r%gles d#inf!rence soient valides ou que ces pr!misses soient vraies.
Il ne s#agit pas ici de notions s!mantiques, mais d#une pure manipulation syntaxique de symboles.15

Une r%gle d#inf!rence nous permet de (g!n!rer# des th!or%mes $ partir des axiomes : dire que &

φ,ψ,χ, . . .
ξ

φ ψ χ ξ

1',
par exemple, est une r%gle d#inf!rence d#un certain calcul, est dire que toute formule obtenue en
rempla6ant , et par des th!or%mes du calcul est un th!or%me.

Pour dire qu#une formule propositionnelle est un th!or%me d#un calcul particulier

ξ
φ ψ χ

φ , nous !crivons
+

HC
HC ! ,. +φ ,, on l#a dit, repr!sente la relation de d!ductibilit& : +! HC ! , veut dire que peut /tre

d!duite des axiomes du calcul
φ φ

. c#est $ dire qu#il y a dans une preuve dontHC HC est la conclusion.
Mais qu#entendons"nous par cette notion de (preuve# ?

φ

4.5 La notion de preuve

La notion syntaxique la plus importante de la logique est celle de preuv". Ce fut en clari-ant la notion
de preuve que Frege a apport! sa contribution la plus importante au d!veloppement moderne des
math!matiques et de la logique. Une preuve est une s!quence de formules bien form!es qui satisfait
quelques crit%res purement syntaxiques.

Une preuve est relative $ un certain calcul. Une s!quence de formules propositionnelles est une preuve
d#un certain calcul si elle ne consiste qu#en : soit &i' des formules qui sont des axiomes, soit &ii' des
formules pouvant /tre obtenues en appliquant une r%gle d#inf!rence $ des formules qui la pr!c%dent
dans la s!quence.+HC ! , signi-e qu#il y a une preuve, dansφ , dontHC est la conclusion : il y a uneφ

14Il s#agit $ nouveau d#une condition de (cl:ture# d#un ensemble telle que celle que nous avons recontr! dans la n. 2 $ la p. 71

15Cependant, pour que le calcul soit correc1 par rapport $ une s!mantique particuli%re, il est requis que les axiomes soient
des tautologies et que les r%gles d#inf!rence soient valides. Nous reviendrons sur cette question &de la correction du calcul' par
la suite &cf. par ex. p. 129'
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s!quence de formules dont est le dernier membre et qui ne contient que des axiomes deφ ou des
formules obtenues par les r%gles d#inf!rence propres $ .

On peut inf!rer ou d!duire des phrases non seulement $ partir d#un calcul, mais aussi $ partir d#une
th!orie.

HC
HC

peut /tre inf!r!e d#une th!orieφ par rapport $ un calcul si on peut construire, en
appliquant des r%gles d#inf!rence de aux membres de et aux axiomes de , une preuve qui a

Th HC
HC Th HC

comme conclusion. La th!orie en question peut alors /tre con6ue comme un calcul !largi par d#autres
axiomes. Nous avons ainsi une d!-nition #o1cielle# de preuve :

φ

D!"nition 8 &Preuve dans '.HC Une  preuve, dans  un  calcul et  #  partir  d 'une  th!ori" , est  un"
s!quence  -nie  de  phrases

HC Th
〈φ1, . . . φn te(e  qu'on  a, pour tou1〉 entr"i e11 ,n 1 ≤ i ≤ . qu"n HC ∪ Th ∪

{φ1, . . . ,φi−1} ! φ .

Etant donn! que la th!orie

i

en question peut /tre vide, cette d!-nition nous fournit aussi la notion
de preuve dans un certain calcul .

Il est important de noter qu#une preuve est toujours une s!quence -ni"de formules. Une preuve, !tant
une s!quence de formules, constitue un discours r!alisable en principe par un logicien, math!maticien
ou philosophe humain &donc ayant une p!riode de vie -nie'. Nous pouvons maintenant d!-nir le signe
+

Th
HC

, repr!sentant la relation de d!ductibilit! :!

D!"nition 9 &D!ductibilit! dans '.HC Si est  un  calcul, une  th!orie  e1HC Th une  formule  propo%
sitionne(e, nous d!-nissons *

φ
HC ∪ Th !n +  ,quel  que  soit  le  nombre  naturelφ n ∈ .  par  inductio$

math!matique sur les nombres naturels :
N

) Si est  un  axiome  d"φ , alorsHC HC ∪ Th !n pour tou1φ n∈ .N
) Si est  un  membre  d"φ , alorsTh HC ∪ Th !n pour tou1φ n∈ .N
) Si nous avons HC ∪ Th !mi ψ ,aveci mi . pour toutes les pr!misses< n ψ d 'une  r/gle  d 'inf!rence  d"i

, alorsHC HC ∪ Th !n pour la conclusio$ de  cette  r/gle  d 'inf!rence.

Le nombre dans +

φ φ

n ! , nous indique la longueur de la preuve.16 +n HC ∪Th !n , veut dire qu#il existe,
dans

φ
et $ partir de , une preuve deHC Th !tapes de . &1' et &2' dans la d!-nition &n φ 9' signi-ent qu#$

n#importe quelle !tape, on peut consid!rer les axiomes et les phrases de la th!orie comme prouv!s
&ils ont une preuve (de longueur 0#'. &3' nous permet de prouver une phrase qui s#ensuit par une r%gle
d#inf!rence de phrases prouv!es $ des !tapes ant!rieures. Nous !crivons +HC ∪ Th ! , pour dire
qu#il y a un

φ
n ∈ tel queN HC ∪ Th !n &qu#il y a une preuve d#une certaine longueur'. Voici un

exemple : la s!quence des trois phrases
φ
+〈 p → , ,+ , , + ,q p q est une preuve relative $ une th!orie〉

Th = +{ p → ,,+ ,q p et un calcul} qui reconna9t modus ponens comme r%gle d#inf!rence :HC

HC +∪ { p → , + ,q , p } !0 p → q

HC +∪ { p → , + ,q , p } !1 p

HC +∪ { p → , + ,q , p } !2

Dans les deux premi%res lignes, nous appliquons les conditions &1', &2' et la d!-nition &

q

9' : +p → , et
+ , sont les deux membres de

q
p et nous pouvons donc les prouver (gratuitement#. Dans la troisi%me

ligne, nous r!alisons la condition &3' : la r%gle modus ponens, appliqu!e aux deux premi%res lignes, nous
permet d#inf!rer +

Th

,.q

16Il ne s#agit pas toujours de la longeur minimale : si nous avons HC ∪ Th .2 , par exemple, nous aurions !galementp
HC∪Th .3 ,p HC∪Th .4 etc. Cette charact!ristique correspond au fait que nous pouvons toujours (prolonger# des preuves
en rajoutant des !tapes super5ues &par exemple des d!rivations de +

p
p → ,'. Nous n#aurions pas, par contre,p HC ∪ Th .1 sip

Th = +{ ,, +p p → ,q . parce que dans ce cas"ci la plus courte preuve possible &par modus ponens' aura deux !tapes.}
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On a utilis! dans la d!-nition de +HC ∪ Th !n , une proc!dure de preuve tr%s commune en m!"
tamath!matiques &ou m!talogique', $ savoir une preuve  par  induction  ,math!matique.. Une preuve
par induction exploite le fait que les nombres naturels

φ

forment une progression : on prouve, par
induction, que tout nombre

N
n ∈ a une certaine propri!t!N en montrant que le nombre 0 a cette

propri!t! et que, si un nombre l#a, alors son (successeur#
F

n n l#a aussi. On a donc montr! par les
deux premi%res conditions que

+ 1
HC ∪ Th !0 si est un axiome ou un membre deφ φ et que si on

a
Th

HC ∪ Th !n ψ pour toutes les pr!missesi ψ d#une inf!rence valide, on ai HC ∪ Th !n+1 pour sa
conclusion .17

On voit que les notions de +calcul,, +axiome,, +th!or%me, et +preuve, sont des notions purement
syntaxiques : elles s#appliquent $ des formules propositionnelles uniquement en vertu de leurs formes
et ind!pendamment de leurs signi-cations ou valeurs de v!rit!.

φ
φ

4.6 Un calcul pour la logique propositionnelle

Nous allons maintenant consid!rer une axiomatisation particuli%re de la logique propositionnelle.
Cette axiomatisation consiste en une in-nit! d#axiomes . heureusement, beaucoup de ces axiomes
sont de la m/me forme. C#est pourquoi nous donnons les axiomes comme sch!mas, ce qui veut dire que
toutes les formules propositionnelles de ayant la m/me forme que les formules qu#on !num%re dans
la suite sont des axiomes de notre calcul

L
.HC

D!"nition 10 & '.HC Le  calcul a comme axiomes toutes les formules d"HC qui  ont  la  forme  d 'un  des
sch!mas suivants :

L

H1 !φ → φ r!4exivit&
H2

"
!(φ → ψ) → ((ψ → χ) → (φ → χ)) transitivit&

H3

"
!((φ ∧ ψ) → χ) → (φ → (ψ → χ)) conditionaliser l 'ant!c!den1

H4

"
!(φ → (ψ → χ)) → ((φ ∧ ψ) → χ) augmenter l 'ant!c!den1

H5

"
!φ → (φ ∨ ψ) introduire  *" + # droit"

H6

∨
!ψ → (φ ∨ ψ) introduire  *" + # gauch"

H7

∨
!(φ → χ) → ((ψ → χ) → ((φ ∨ ψ) → χ))) alternativ"

H8

"
!(φ ∧ ψ) → φ !liminer *" + # droit"

H9

∧
!(φ ∧ ψ) → ψ !liminer *" + # gauch"

H10

∧
!(φ → ψ) → ((φ → χ) → (φ → (ψ ∧ χ))) compositio$

H11

"
!(φ → ψ) → (¬ψ → ¬φ) conversio$

H12

"
!φ → (¬φ → ψ) ex falso quodlibe1

H13

"
!(φ → (φ ∧ ¬φ)) → ¬φ reductio ad absurdu5

H14

"
!((φ → ψ) ∧ (ψ → φ)) → (φ ↔ ψ) introduire  *" +

H15

↔
!(φ ↔ ψ) → ((φ → ψ) ∧ (ψ → φ)) !liminer *" +

H16

↔
!φ ∨ ¬φ tautologi"

La  seule  r/gle  d 'inf!rence  d"

"

est modus ponens :HC MP
φ, !φ → ψ"

.ψ

17Nous rencontrerons encore quelques preuves par induction math!matique : elles ont toutes en commun qu#elle prouvent
1. qu#un certain caract!ristique est poss!d! par un des membres de la progression &cette !tape de la preuve est appell!e
+base de l#induction,' ;

2. que le caract!ristique en question est (h!rit!# par les membres successifs dans la progression : si le "i%me membre
le poss%de, alors le

n
(n "i%me le poss%de aussi &ce qui est appell! le +pas de l#induction,'. Dans cette preuve, nous

supposons que la conclusion voulue est vraie de
+ 1)

&+hypoth%se de l#induction,' et la prouvons pourn n .+ 1
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signi-e : si une implication mat!rielleMP !φ → ψ et son ant!c!dent" ont !t! prouv!s, alors le
cons!quent de cette implication mat!rielle peut aussi /tre consid!r! comme prouv!.

Il y a plusieurs calculs !quivalents pour la logique des phrases.18 Celui que nous avons donn! n#est ni
le plus court ni le plus simple, mais il est $ mon avis l#un des plus pratiques pour obtenir des preuves.

Dire que ces axiomes sont des sch!mas signi-e que toute phrase pouvant /tre d!not!e par l#un des noms
complexes donn!s est un axiome du calcul :+

φ
ψ

p → ,, par exemple, est un axiome parce que cette phrase
complexe est de la m/me forme que le sch!ma

p
!φ → φ . Nous disons alors que la phrase complexe est

une instanc" du sch!ma. La phrase +
"

(q ∧ r) → (q ∧ r , est un axiome parce qu#elle est de cette m/me
forme &une instance du m/me sch!ma', +

)
(p ∨ ((q ∧ (r ↔ s)) → t) → (p ∨ ((q ∧ (r ↔ s)) → t , l#est

aussi, et ainsi de suite.19On peut donc constater que
)

contient une in-nit! d#axiomes. De la m/me
mani%re, les phrases +

HC
p ↔ ,,+p (p∧q) ↔ (p∧q ,,+) (p∨((q∧(r ↔ s)) → t) ↔ (p∨((q∧(r ↔ s)) → t ,

sont des th!or%mes parce qu#ils peuvent, par
)

, /tre d!duits des instances des sch!mas d#axiomes
H14 et H1.

L#!quivalence des di*!rentes axiomatisations de la logique des phrases signi-e qu#elles ne se distinguent
que par le choix de leurs axiomes : elles ont la m/me r%gle d#inf!rence et se composent des m/mes th!o"
r%mes. Op!rer un choix parmi ces di*!rents types d#axiomatisation est donc une question pratique,
ind!pendante de consid!rations purement logiques. Le fameux logicien fran6ais Jean Nicod &duquel
l#Institut Nicod $ Paris a tir! son nom' a montr! que la barre de She*er permet la formulation d#un
calcul !quivalent $ qui n#a qu#un seul axiome &cf.

MP

HC Nicod 1917.1920' :20

!(φ|(ψ|χ)) | ((ξ|(ξ|ξ)) | ((ρ|ψ) | ((φ|ρ)|(φ|ρ))))"

18En 1879, Frege fut le premier $ axiomatiser la logique propositionnelle et $ fournir des r%gles formelles d#inf!rence. Bertrand
Russell a ensuite d!velopp! plusieurs calculs. Dans son article +The theory of implication, &Russell 1906', Russell a donn! les
sch!mas d#axiomes suivants :

1 !φ → φ
2

"
!φ → (ψ → ψ)

3
"

!(φ → ψ) → ((ψ → χ) → (φ → χ))
4

"
!(φ → (ψ → χ)) → (ψ → (φ → χ))

5
"

!(¬φ → ψ) → (¬ψ → φ)
6

"
!(φ → ¬φ) → ¬φ

7
"

!(φ → ¬ψ) → (ψ → ¬φ)

Dans les Principia Mathematica, Russell et Whitehead ont propos! :

"

1 !(φ ∨ φ) → φ
2

"
!ψ → (φ ∨ ψ)

3
"

!(φ ∨ ψ) → (ψ ∨ φ)
4

"
!(φ ∨ (ψ ∨ χ)) → (ψ ∨ (φ ∨ χ))

5
"

!(ψ → χ) → ((φ ∨ ψ) → (φ ∨ χ))

Hilbert et Ackermann ont montr! que l#axiome 4 n#!tait pas ind!pendant &c#est"$"dire qu#il pouvait /tre d!duit des autres'. Un
autre syst%me axiomatique est celui de 2ukasiewicz :

"

1 !(φ ∨ φ) → ((ψ → χ) → (φ → χ))
2

"
!φ → (¬φ ∨ ψ)

3
"

!(¬φ → φ) → φ

On voit alors qu#il est parfaitement possible qu#une phrase qui est un th!or%me dans un calcul soit un axiome dans un autre.
Bien qu#ils se distinguent par leurs axiomes, ces calculs sont tous !quivalents dans le sens qu#ils permettent la d!rivation des
m/mes phrases &et qu#ils ont en cons!quence les m/mes th!or%mes'.

19Une autre mani%re de formuler un calcul est de sp!ci-er les axiomes utilisant des abr!viations pour des phrases +

"

, et + ,
et d#adopter une r%gle d#inf!rence suppl!mentaire de substitutio$ qui dit que tout r!sultat d#une substitution d#une phrase par
une autre dans un axiome r!sulte aussi en un th!or%me.

20Wajsberg et 2ukasiewicz ont aussi !tabli chacun un syst%me d#un seul axiome.Leurs syst%mes ont l#avantage suppl!mentaire
de ne contenir que quatre phrases di*!rentes.

p q
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Les axiomes que nous venons de donner dans notre calcul ne forment pas une axiomatisation
ind!pendante. Il serait possible de d!river certains de ces axiomes $ partir des autres.

HC

4.7 Les preuves dans/sur le calcul

Consid!rons quelques preuves dans ce calcul. Pour commencer, nous d!montrons que la disjonction
est commutative, c#est"$"dire que toute phrase ayant la m/me forme que +(p ∨ q) → (q ∨ p , est un
th!or%me :21

)

&1' HC ! p → (q ∨ p H6

&2'

)
HC ! q → (q ∨ p H5

&3'

)
HC ! (p → (q ∨ p)) → ((q → (q ∨ p)) → ((p ∨ q) → (q ∨ p H7

&4'

)))
HC ! (q → (q ∨ p)) → ((p ∨ q) → (q ∨ p &)) ' de &1' et &3'

&5'
MP

HC ! (p ∨ q) → (q ∨ p &) ' de &2' et &4'

Nous !num!rons les lignes de la preuve dans la colonne de gauche pour une r!f!rence future. Dans
la colonne de droite, nous indiquons soit le num!ro du sch!ma d#axiomes dont la ligne en est une
instance, soit la r%gle d#inf!rence utilis!e et les lignes auxquelles elle a !t! appliqu!e. Dans la troisi%me
ligne, par exemple, nous avons substitu!

MP

dans H7 par +χ q∨ ,. La di1cult! principale avec les preuves
dans les calculs est de savoir quelles sont les formules qu#il faut substituer dans les sch!mas d#axiomes
pour /tre ensuite capable de d!duire la conclusion voulue avec

p

.

Il est !vident qu#une preuve comme celle de la commutativit! de la disjonction est purement formelle :
il s#agit d#une manipulation de symboles qui ne fait aucune r!f!rence $ leurs signi-cations. Nous au"
rions pu argumenter la commutativit! de la disjonction d#une autre mani%re : de mani%re s!mantique,
en consid!rant que la table de v!rit! donn!e pour +

MP

, !tait sym!trique et qu#on pouvait librement
!changer +

∨
, pour + , sans aucune alt!ration dans la table de v!rit!,22 ou encore par un argument prag"

matique, en argumentant que l#usage du +ou, inclusif dans le langage ordinaire ne distingue pas l#ordre
des disjoints.23 La preuve syntaxique est particuli%re en ce qu#elle est une application compl%tement
m!canique de sch!mas d#axiomes et de r%gles d#inf!rence, application qui peut /tre v!ri-!e par un
ordinateur. Etant donn! que les sch!mas d#axiomes H5 H6 et H7 stipulent un certain r:le pour le
signe +

p q

,
,, ce signe s#applique $ deux phrases quel que soit leur ordre respectif . peu importent les

autres aspects de sa signi-cation.

Il n#est pas tout $ fait correct, par cons!quent, de dire que ce qu#on a prouv! par la preuve purement
syntaxique !tait (la commutativit! de la disjonction#. Au sens restreint, tout ce qu#on a prouv! est que
toute formule

∨

!(φ ∨ ψ) → (ψ ∨ φ)) est un th!or%me du calcul" . Parler d#une preuve $ propos de
la disjonctio$, pr!suppose d!j$ une certaine interpr!tation de ce signe +

HC
,, qui n#est pas forc!e par le

calcul, mais compatible avec lui. Jusqu#$ maintenant, tout ce que nous avons pu d!river de
∨

$ propos
de +

HC
, est que quelque soit la relation signi-!e par + , &son interpr!tation', elle sera commutative.

Nous voyons qu#un calcul peut admettre di*!rentes interpr!tations.Si ce n#!tait que pour l#axiome H7,
+ , pourrait aussi signi-er la conjonction. Les axiomes ne sp!ci-ent que des conditions n!cessaires

∨ ∨

∨

21Nous rel0cherons par la suite nos r%gles strictes sur l#usage des guillemets.+HC . p ∨ ¬ ,, par exemple, est une phrase qui
appartient au m!talangage &elle dit d" la phrase +

p
p ∨ ¬ , qu#elle peut /tre d!riv!e dansp '. Nous l#!crivons sans guillemets

pour ne pas trop nous compliquer la vie.

22Les deux conditions sont !quivalentes : !changer la premi%re et la quatri%me ligne et la deuxi%me et la troisi%me revient $
remplacer +

HC

, par + , et vice versa.

23Ce dernier argument serait di1cile $ faire : il semble que les disjoints ne sont pas !hangeable dans +il gagne mille euro par
mois ou m/me plus,, par exemple . un autre exemple qui montre $ quel point nous (id!alisons# le langage naturelle en logique.

p q
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pour qu#une interpr!tation des symboles qu#ils contiennent soit admissible ou acceptable. M/me la
conjonction d#un grand nombre de conditions n!cessaires ne constitue pas toujours une condition
su1sante. Dans un tel cas, on dirait que le calcul n#a pas de mod/l" unique, un mod%le !tant une
structure math!matique &comme, par exemple, notre syst%me de connecteurs propositionnels donn!
par les tables de v!rit!' dont nous nous servons pour interpr!ter un calcul purement syntaxique.24 Les
axiomes restent ind!termin!s parmi di*!rentes interpr!tations sans en sp!ci-er une comme la seule
correcte.25

Puisque le raisonnement s!mantique (par mod%les# nous est souvent beaucoup plus naturel que la ma"
nipulation purement syntaxique de symboles non"interpr!t!s, les preuves dans les calculs axiomatiques
deviennent vite assez compliqu!es.26 Pour une preuve plus compliqu!e, voici une d!monstration que
+

HC

(¬p ∨ q) → (p → q , est un th!or%me :)

&1' HC ! p → (¬p → q H12

&2'

)
HC ! (p → (¬p → q)) → ((p ∧ ¬p) → q H4

&3'

)
HC ! (p ∧ ¬p) → &q ' de &1' et &2'

&4'
MP

HC ! (¬p ∧ p) → H9

&5'

p

HC ! (¬p ∧ p) → ¬ H8

&6'

p

HC ! ((¬p ∧ p) → p) → (((¬p ∧ p) → ¬p) → ((¬p ∧ p) → (p ∧ ¬p H10

&7'

)))
HC ! ((¬p ∧ p) → ¬p) → ((¬p ∧ p) → (p ∧ ¬p &)) ' de &4' et &6'

&8'
MP

HC ! (¬p ∧ p) → (p ∧ ¬p &) ' de &5' et &7'
&9'

MP
HC ! ((¬p ∧ p) → (p ∧ ¬p)) → (((p ∧ ¬p) → q) → ((¬p ∧ p) → q H2

&10'

))
HC ! ((p ∧ ¬p) → q) → ((¬p ∧ p) → q &)) ' de &8' et &9'

&11'
MP

HC ! (¬p ∧ p) → q &) ' de &3' et &10'
&12'

MP
HC ! (¬p ∧ p) → q) → (¬p → (p → q H3

&13'

))
HC ! ¬p → (p → q &) ' de &11' et &12'

&14'
MP

HC ! ((q ∧ p) → q) → (q → (p → q H3

&15'

))
HC ! (q ∧ p) → H8

&16'

q

HC ! q → (p → q &) ' de &14' et &15'
&17'

MP
HC ! (¬p → (p → q)) → ((q → (p → q)) → ((¬p ∨ q) → (p → q H7

&18'

)))
HC ! (q → (p → q)) → ((¬p ∨ q) → (p → q &)) ' de &13' et &17'

&19'
MP

HC ! (¬p ∨ q) → (p → q &) ' de &16' et &18'

On voit dans cette preuve que de nombreuses !tapes interm!diaires sont n!cessaires pour prouver des
phrases $ premi%re vue (triviales# comme l#!quivalence entre

MP

!¬φ∨ψ et" !φ → ψ . Les huit premi%res
lignes, par exemple, servent $ !tablir la commutativit! de la conjonction ; $ la ligne 11 on a l#!quivalent
de l#a1rmation que n#importe quelle phrase s#ensuit d#une contradiction.

Notre exemple montre aussi qu#il est assez p!nible de faire des preuves dans un calcul. L#utilit!  prin"
cipale de ces calculs ne r!side cependant pas dans leur application pour faire des preuves, mais dans
le fait que ces preuves sont parfaitement m!caniques : pour tester, par exemple, que la preuve donn!e
pour

"

!(¬φ ∨ ψ) → (φ → ψ) est correcte il su1t de v!ri-er que les instances des sch!mas d#axiomes"

24L#interpr!tation de + , comme conjonction, compatible avec H7, poserait des probl%mes avec H5 et H6, mais rien ne nous

garantit qu#il y aura toujours assez d#autres axiomes pour parvenir $ une interpr!tation unique.

25Nous adoptons donc en logique un point de vue structuraliste &cf. p.

∨

75' : aucun th!or%me de la logique propositionnelle
saura distinguer une interpr!tation de + , comme +o), d#une interpr!tation qui lit +∨ p ∨ , comme + ou et soit il pleut soit il
ne pleut pas,.

26C#est aussi pour cela qu#on a donn! des noms aux di*!rents sch!mas d#axiomes &comme +r!5!xivit!, pour l#axiome H1' .
ces noms ne font pas partie du calcul (o1ciel#, mais nous servent $ mieux retenir les sch!mas et $ faciliter leur utilisation.

q p q
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en soient r!ellement des instances et que la r%gle ait !t! appliqu!e correctement . c#est un travail
qu#un ordinateur peut faire. Les calculs trouvent donc leur principale utilit! dans la 0!ri-catio$ de
preuves.

Un autre point fort des calculs est qu#il est relativement simple d#!tablir des th!or%mes m!tamath!"
matiques qui prouvent qu#un certain calcul a une certaine propri!t! m!tamath!matique. Un th!or%me
m!tamath!matique sur n#est pas un th!or%me de , mais un th!or%me obtenu par des m!thodes
de preuves (ordinaires# en math!matique qui parlent d" et en !tablissent des propri!t!s. En faisant
ces preuves, nous op!rons dans un m!talangage par rapport au langage de et nous mentionnons
ses formules.

Par exemple, nous pouvons prouver &dans le m!talangage' que si peut prouver &dans le langage"
objet' deux implications mat!rielles telles que le cons!quent du premier est l#ant!c!dent du deuxi%me,
alors peut !galement prouver l#implication mat!rielle du cons!quent du deuxi%me par l#ant!c!dent
du premier &cf.

MP

HC HC
HC

HC

HC

HC
2 en bas'. On peut !galement prouver que s#il y a deux preuves pour deux phrases, il

y aura aussi une preuve pour la phrase complexe qui est leur conjonction &cf. 3'. La premi%re preuve
!tablit la transitivit! de la relation de d!ductibilit! de! , la seconde que l#on peut combiner deux
preuves dans une seule preuve.27

HC

Th!or$me 11. Soien1 des formules propositionne(es :φ,ψ,χ

HC ! φ → &ψ HC ! ψ → =χ ⇒ HC ! φ → 28χ&2'

HC ! &φ HC ! =ψ ⇒ HC ! φ ∧ ψ&3'

P<=>?=

Preuve de &2' : L#ant!c!dent de &2' signi-e qu#il y a des nombres n et1 n tels que2

HC !n1 φ → ψ HC !n2 ψ →

Un des deux nombres

χ

n et1 n est plus petit que l#autre. Supposons que2 n1 < n . Nous devons
d!montrer qu#il existe un nombre

2

n tel que3

HC !n3 φ →

Par H2, nous savons que

χ

HC !0 (φ → ψ) → ((ψ → χ) → (φ → χ

Avec &

))

', nous pouvons donc d!river $ partir de +MP HC !n1 φ → , :ψ

HC !n1+1 (ψ → χ) → (φ → χ

Avec &

)

', nous d!rivons $ partir de ceci et de +MP HC !n2 , ce dont nous avons besoin pour
prouver &

ψ
2' :

HC !n2+1 φ → χ

27Dans la le6on 3 &p. 64', nous avons !tablit un r!sultat similaire pour la relation s!mantiqu" =de cons!quence logique. Nous
reviendrons sur ce parall!lisme dans le chapitre

|
7.

28Notez l#utilisation des signes +&, et += , qui appartiennent au m!talangage.⇒
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Preuve de &3' : L#ant!c!dent de &3', +HC ! &φ HC ! ,, signi-e qu#il y a des nombresψ n et1 n tels
que

2

HC !n1 φ HC !n2

Supposons que

ψ

n1 < n . Nous devons d!montrer qu#il y a un nombre2 n tel que3

HC !n3 φ ∧

Par H1, nous savons que

ψ

HC !0 (φ ∧ ψ) → (φ ∧ ψ

Par H3, nous savons !galement que

)

HC !0 ((φ ∧ ψ) → (φ ∧ ψ)) → (φ → (ψ → (φ ∧ ψ

En appliquant &

)))

' $ ces deux th!or%mes, nous obtenons :MP

HC !1 φ → (ψ → (φ ∧ ψ

A partir de cette ligne et de +

))

HC !n1 ,, nous d!rivons par &φ ' :MP

HC !n1+1 ψ → (φ ∧ ψ

A partir de cette ligne et de +

)

HC !n2 ,, nous d!rivons par &ψ ' :MP

HC !n2+1 φ ∧ ψ

Cette preuve n#est pas faite dans le calcul

!

: elle explique comment nous pouvons manipuler des
preuves de ce calcul pour en obtenir d#autres. Elle !tablit ainsi un r!sultat en m!tamath!matique :
elle ne prouve pas de th!or%me &de ', mais montre que si des phrases de telles formes sont des
th!or%mes, alors une autre phrase d#une autre forme l#est !galement. Elle nous montre ce que nous
pouvons achever avec notre outil purement syntaxique .

En nous montrant comment combiner les deux preuves de

HC

HC

HC

et en une preuve deφ ψ !φ∧ψ , notre preuve
en m!tamath!matique pro-te du fait que les preuves $ l#int!rieur de

"
sont purement m!caniques.

C#est parce qu#elles se font toujours de la m/me mani%re que nous pouvons les g!n!raliser.

Points % retenir

HC

1. Mis $ part la m!thode s!mantique des tables de v!rit!, il existe une m!thode syntaxique, qui
ne fait pas seulement abstraction des signi-cations des phrases, mais aussi de leurs valeurs de
v!rit!.

2. Il est possible de d!-nir la syntaxe de la langue de la logique propositionnelle de mani%re
rigoureuse.

L

3. Tous les connecteurs de la logique propositionnelle sont d!-nissables par un seul, la barre de
She*er.

4. La logique moderne pris sa source dans les travaux de Frege &Id!ographi", 1879' et les travaux de
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Russell et Whitehead &Principia Mathematica, 1910'.
5. Cette r!volution en logique a rendu possible d#importants progr%s en math!matiques &axio"

matisation de l#arithm!tique et de la g!om!trie' et leur a ajout! deux nouvelles branches, les
m!tamath!matiques &!tude des calculs formels, Hilbert' et la th!orie des ensembles &Cantor,
Zermelo'.

6. Dans la premi%re moiti! du 20%me si%cle, les trois grands courants en philosophie des math!"
matiques !taient le logicisme de Frege &les math!matiques comme partie de la logique', le for"
malisme de Hilbert &les math!matiques comme manipulation des symboles' et l#intuitionnisme
de Brouwer et Heyting &constructivisme, rejet du tiers exclu'.

7. Un calcul consiste en des axiomes et des r%gles d#inf!rences qui permettent de d!duire des
th!or%mes $ partir des axiomes.

8. Il est possible de d!-nir de mani%re purement syntaxique ce qu#est une preuve &dans un certain
calcul'.

9. La logique propositionnelle peut /tre axiomatis!e de di*!rentes mani%res.
10. Il faut distinguer les preuves dans le calcul &qui se font par les r%gles d#inf!rences et des substi"

tutions dans des axiomes' et les preuves sur le calcul &qui parlent, par exemple, en g!n!ral de
l#existence de certaines preuves' qui se font par les m!thodes math!matiques (ordinaires#.


