
Chapitre 5

La m!thode des arbres

5.1 La s!mantique de la logique propositionnelle

Nous avons introduit dans la le!on 4 une m"thode purement syntaxique de faire des preuves, laquelle
nous a permis de d"duire des phrases # partir de quelques axiomes d$un calcul. Il nous fallait faire
abstraction non seulement des signi%cations de ces phrases, mais aussi de leurs valeurs de v"rit". Bien
que nous n$ayons aucunement utilis" ce fait, les phrases ainsi prouv"es "taient des tautologies &ce
que l$on peut ais"ment prouver par des tables de v"rit"'. On peut donc se demander quelle est la
relation entre la m"thode des tables de v"rit" qui nous permet de v"ri%er si une phrase donn"e est
une tautologie et la m"thode des calculs axiomatiques qui nous permet de d"river, # l$aide de ,
des th"or(mes # partir des axiomes H1 # H16. Pour pouvoir r"pondre # cette question, nous devons
introduire une s"mantique rigoureuse pour le langage

MP

de la logique propositionnelle, dont on a d"%ni
la syntaxe dans la le!on

L
4 &cf. p. 70'.

Comme la logique propositionnelle ob"it au principe de v"rifonctionnalit" &cf. p. 36', sa s"mantique
nous permet d$attribuer des valeurs de v"rit", v &)vrai*' ou f &)faux*', # des formules complexes sur la
base des valeurs de v"rit" des phrases atomiques dont elles sont compos"es.1

D!"nition 12 &Interpr"tation propositionnelle atomique'. Une  interpr!tation  propositionne"e  ato#
miqu$ I est  une  fonction  qui  assigne  %  toute  phrase  atomique  &∗ p ',i i∈ , l (une  des  valeurs  de  v!rit) v
ou f. En  formules :

N
I∗ : &{ p 'i | i∈N v}→ { f,

La d"%nition

}

12 ne couvre que le cas des phrases atomiques. La d"%nition g"n"rale nous montre
comment "tendre, par des clauses r"cursives, une telle interpr"tation propositionnelle atomique # une
interpr"tation &attribution de valeurs de v"rit"' de toutes les formules de notre langage :

D!"nition 13 &Interpr"tation propositionnelle'. *tant  donn!  une  interpr!tation  propositionne"e  ato#
miqu$ I , nous  d!+nissons  une  interpr!tation  propositionne"$∗ ,qui  est  une  fonction  associant  %  tout$
formule  propositionne"e  une  et  une  seule  valeur  de  v!rit) ; en  symboles :

I
I : Fml(L) v→ { f, - par des

clauses r!cursives :
}

I1 Si est  une  phrase  atomique  & ',φ p I(φ) := I∗ &( 'p )

1 J$utilise )v* et )f* pour indiquer qu$on traite ici les valeurs de v"rit" comme des +objets$, c$est,#,dire des choses qui peuvent
-tre valeurs de fonctions. Par contre, l$utilisation de ) * et ) * dans les tables de v"rit" pourrait -tre paraphras"e de mani(re
# ne pas +r"i%er$ &traiter comme objets' les valeurs de v"rit" &cf. n.

V F
7 # la p. 37'. Au lieu de dire, par exemple, que )p → * re!oit

) * comme valeur de v"rit" dans la deuxi(me ligne de la table de v"rit" pour cette phrase complexe &phrase qui m$engage #
l$existence de valeurs de v"rit"', on pourrait dire que la phrase est fausse si son ant"c"dent est vrai et son cons"quent faux.

q
F
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I2 I(¬φ) :=
v si

{
I(φ f

f si
) =

I(φ v) =

I3 I(φ ∧ ψ) :=
v si

{
I(φ v e.) = I(ψ v

f si
) =

I(φ f ou) = I(ψ f) =

I4 I(φ ∨ ψ) :=
v si

{
I(φ v ou) = I(ψ v

f si
) =

I(φ f e.) = I(ψ f) =

I5 I(φ → ψ) :=
v si

{
I(φ f ou) = I(ψ v

f si
) =

I(φ v e.) = I(ψ f) =

I6 I(φ ↔ ψ) :=
v si

{
I(φ) = I(ψ

f si
)

I(φ) &= I(ψ

On reconna.t, dans la sp"ci%cation de cette fonction

)

, le m-me raisonnement qui nous a permis de
d"%nir les connecteurs par des tables de v"rit". Les interpr"tations correspondent aux possibilit"s
logiques, aux lignes dans une table de v"rit". Une interpr"tation atomique

I

I qui attribue v # )∗ *, ) *
et ) * et f # ) * et ) * &

p q
r s t I∗ )( *p ) = I∗ )( *q ) = I∗ )( *r v &) = I∗ )( *s ) = I∗ )( *t f', par exemple, nous

donnera une interpr"tation
) =

qui attribuera v # )I p ∧ *, # )q p ∨ * etc. et f # )s p → *, )s t ∨ * etc. Elle
correspond # une possibilit" logique dans laquelle ) *, ) * et ) * sont vraies et ) * et ) * fausses. Elle
correspond aussi # la quatri(me ligne dans la table de v"rit" de ces cinq phrases &qui comporte, au
total, 32 lignes' : , , , , .

Si une phrase ) * re!oit la valeur v sous une interpr"tation , nous pouvons dire que cette interpr"tation
satisfai. la proposition : elle nous montre comment le monde pourrait -tre si ) * "tait vraie.

s
p q r s t

V V V F F

p I
p

D!"nition 14 &Satisfaisabilit"'. Une  formule  propositionne"$ est  satisfaisable  si  et  seulement  si  e"$
est  vraie  sous  au moins  une interpr!tation de  ses  constituants  simples.

Si une phrase re!oit la valeur v sous une interpr"tation , nous pouvons dire que cette interpr"tation
nous montre comment construire un mod/l$ de cette proposition : un mod(le est une structure &nor,
malement math"matique' dont , sous une certaine interpr"tation de ses constituants simples, est une
description correcte. La th!orie  des  mod/les est cette branche de la s"mantique formelle qui "tudie les
interpr"tations des syst(mes formels par des structures math"matiques, souvent construites # l$aide
de la th"orie des ensembles.

Nous pouvons maintenant donner une d"%nition rigoureuse de la relation de cons"quence s"mantique.

φ

φ I

φ

D!"nition 15 &Cons"quence s"mantique'. Une  formule  propositionne"$ est  une  cons!quence  s!#
mantique  d (une  formule  propositionne"$ ,!cri. : &

ψ
φ φ =| '-  si  et  seulement  si  toute  interpr!tation  qui

satisfai. satisfait  !galemen. .

Si aucune interpr"tation qui assigne v # n$assigne f # , alors il n$y a que es ) * dans la table de v"rit"
pour

ψ
φ ψ

φ ψ V
!φ → ψ / il s$agit d$une implication formelle.

Puisqu$une interpr"tation correspond # une possibilit" logique et r"ciproquement, nous pouvons don,
ner une d"%nition de ce que sont une tautologie et une contradiction en termes d$)interpr"tation* :

"

D!"nition 16 &Tautologie'. Une  formule  propositionne"$ est  une  tautologie  si  et  seulement  si  e"e  es.
0raie  sous  toutes  les  interpr!tations. est  une  contradiction  si  et  seulement  si  e"e  n(est  vraie  sous  aucun$
interpr!tation ,e"e est  donc fausse sous toutes les  interpr!tations-.

Nous utilisons le signe )

φ
φ

=* de la cons"quence s"mantique pour dire qu$une phrase est une tautologie :
) =

|
| * veut dire que est une cons"quence s"mantique de n$importe quelle phrase ou, de mani(re
"quivalente, que est une tautologie.

φ φ
φ
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Utilisant )∃ . . . (· · · . . . · · · * pour dire )il y a un) qui. . . * et )· · · ∀ . . . (· · · . . . · · · * pour dire )tous les)
sont. . . *, nous pouvons "crire les trois derni(res d"%nitions comme suit :· · ·

est satisfaisableφ :⇐⇒ ∃I (I(φ v) = )&1'

est une tautologieφ :⇐⇒ ∀I (I(φ v) = )&2'

est une contradictionφ :⇐⇒ ∀I (I(φ f) = )&3'

est une cons"quence s"mantique deφ ψ :⇐⇒ ∀I (I(φ v) = RightarrowI(ψ v) = )&4'

Bien que toute tautologie &ainsi que toute formule de notre langage' soit compos"e d$un nombre %ni
de phrases simples, il y a non seulement une in%nit" de formules bien form"es, mais "galement une
in%nit" de tautologies.2 Puisqu$elles sont de grande utilit" pour faciliter les preuves, il convient tout
de m-me d$en mentionner quelques,unes en particulier :

T1 =| !(φ ↔ ψ) ↔ ((φ → ψ) ∧ (ψ → φ)) analyse de )" *
T2 =

↔
| !(φ → ψ) ↔ (¬φ ∨ ψ) analyse de )" *

T3 =
→

| !(φ → ψ) ↔ ¬(φ ∧ ¬ψ) analyse de )" *
T4 =

→
| !¬(φ ∧ ψ) ↔ (¬φ ∨ ¬ψ) de Morgan

T5
"

=| !¬(φ ∨ ψ) ↔ (¬φ ∧ ¬ψ) de Morgan
T6

"
=| !(φ ∧ (ψ ∨ χ)) ↔ ((φ ∧ ψ) ∨ (φ ∧ χ)) distributivit"

T7
"

=| !(φ ∨ (ψ ∧ χ)) ↔ ((φ ∨ ψ) ∧ (φ ∨ χ)) distributivit"
T8

"
=| !(φ → ψ) ↔ (¬ψ → ¬φ) conversion

T9
"

=| !((φ → ψ) ∧ (φ → ¬ψ)) ↔ ¬φ r"duction # l$absurde
T10

"
=| !(φ → ¬φ) ↔ ¬φ r"duction # l$absurde

T11
"

=| !(¬φ → φ) ↔ φ +cons"quence miraculeuse$
T12

"
=| !ψ → (φ → ψ) verum sequitur ad quodlibet

T13
"

=| !¬φ → (φ → ψ) ex falso sequitur quodlibet
T14

"
=| !((φ → ψ) ∧ φ) → ψ modus ponendo ponens

T15
"

=| !((φ → ψ) ∧ ¬ψ) → ¬φ modus tollendo tollens
T16

"
=| !(¬(φ ∧ ψ) ∧ φ) → ¬ψ modus ponendo tollens

T17
"

=| !((φ ∨ ψ) ∧ ¬φ) → ψ modus tollendo ponens
T18

"
=| !((φ → ψ) ∧ (ψ → χ)) → (φ → χ) transitivit" de l$implication

T19
"

=| !φ → φ +identit"$
T20

"
=| !φ ∨ ¬φ tiers exclu

T21
"

=| !¬(φ ∧ ¬φ) non,contradiction

Quelques,unes de ces tautologies ont une tr(s longue histoire.3

Dans le cas o0 une "quivalence mat"rielle est tautologique, on parle d$)"quivalence s"mantique*. Deux
formules qui sont s"mantiquement "quivalentes peuvent -tre substitu"es l$une # l$autre dans n$importe
quelle formule sans a1ecter sa table de v"rit". Nous constatons ainsi que la d"%nition de l$"quivalence
mat"rielle en terme d$implication mat"rielle et la d"%nition de l$implication mat"rielle en terme de
n"gation et disjonction, ou de n"gation et conjonction, sont correctes : les tautologies T1, T2 et T3
nous assurent que nous pouvons universellement substituer le de+niendu1 au de+niens &+annulant$ ainsi

"

2Pour comprendre cela, il su2t de remarquer que !(φ ∨ ¬φ) ∨ ψ est une tautologie pour n$importe quelle formule" .

3Notamment la r"duction # l$absurde : )Si tu sais que tu es mort, alors tu es mort &car on ne peut savoir une chose fausse' ; si
tu sais que tu es mort, alors tu n$es pas mort &car un mort ne sait rien' ; donc, tu ne sais pas que tu es mort.*&un sto3cien, rapport"
par Orig(ne ; d$apr(s

ψ

Blanch" &1996: 70/71''. La +cons"quence miraculeuse$ &)consequentia mirabilis*' se trouve, d$apr(s Blanch"
&1996: 71', d"j# chez Aristote : )S$il ne faut pas philosopher, il faut philosopher &pour prouver qu$il ne faut pas philosopher' ;
donc il faut philosopher.* &Protreptiqu$'



90 5. La m!thode des arbres

notre d"%nition'. De m-me, T4 et T5 nous assurent de la correction des lois de Morgan, ainsi que T6
et T7 la correction des lois de distributivit".4

Les implications mat"rielles tautologiques sont des implications formelles, c$est,#,dire des relations
de cons"quence s"mantique. Elles nous garantissent la correction des r(gles d$inf"rence : le fait que
!((φ → ψ) ∧ φ) → ψ soit une tautologie &T14', par exemple, nous montre que la r(gle modus ponens
&

"
', # partir de v"rit"s, ne produit que des v"rit"s / que le cas que les pr"misses de ce sch"ma

d$inf"rence soient vraies et la conclusion fausse ne peut pas arriver et, par cons"quent, que le sch"ma
d$inf"rence est valide. De m-me, les autres implications formelles nous assurent de la correction des
r(gles d$inf"rence d"riv"es &)d"riv"es* parce qu$elles n$"taient pas mentionn"es dans notre d"%nition
initiale du calcul'.C$est gr4ce # &T8', par exemple, que nous pouvons passer de

MP

!φ → ψ #" !¬ψ → ¬φ ,
ce que nous pouvons adopter comme la r(gle d$inf"rence d"riv"e appel"e )conversion* &

"
' :CP

&5'
!φ → ψ"

!¬ψ → ¬φ
CP

e telles r(gles d$inf"rence d"riv"es facilitent les preuves dans le calcul parce qu$elles "pargnent la p"nible
t4che qui consiste # chercher les substitutions ad"quates dans les axiomes.

Bien que, par exemple, la tautologie T14 et la r(gle

"

&et T8 et ' soient intimement li"es &dans la
mesure o0 la premi(re nous assure de la correction de la deuxi(me', il faut tout de m-me les distinguer.
Les tautologies sont des phrases du langage,objet qui &quoique d"nu"es de contenu d$apr(s certains
philosophes' parlent des objets &dans le sens dans lequel )Soit Socrate est mort, soit il ne l$est pas* parle
de Socrate'. Les r(gles, en revanche, sont des "nonc"s m"talinguistiques, parlant de toutes les phrases
ayant une certaine forme syntaxique : nous dit, par exemple, que de deux formules

MP CP

MP !φ → ψ et"
nous pouvons inf"rer une troisi(me, # savoir .

Il a "t" dit que les implications formelles nous permettent de faciliter les preuves # l$aide de r(gles
d$inf"rence d"riv"es. Mais est,ce vraiment le cas ? Qu$est,ce qui nous assure que notre m"thode pure,
ment syntaxique respecte les relations s"mantiques ? A%n de r"pondre # ces questions, il faut traiter
de la relation entre )

φ
ψ

* et )=* plus en d"tail.+ |

5.2 Les relations entre cons!quence s!mantique et d!ducti#

bilit!

Nous avons vu que la logique traite de la relation de cons"quence et cherche # d"terminer quelles
phrases s$ensuivent de quelles autres. Nous avons d"velopp" des notions pr"cises de cons"quence
s"mantique &=' et de d"ductibilit" syntaxique & '. Maintenant, nous devons nous demander quelles
sont les relations entre ces deux +types$ de +cons"quence$. Quel est le rapport entre )

| +
φ =| * &) est une

cons"quence s"mantique de *' et )
ψ ψ

φ φ+ * &) peut -tre d"riv" de dans un certain calcul*' ?

Pour notre calcul

ψ ψ φ

, deux th"or(mes importants en m"tamath"matiques &des preuves sur le calcul'
nous assurent que les deux notions sont "quivalentes. D$une part, est correct : ne prouve que
des tautologies ; d$autre part, est aussi complet : prouve toutes les tautologies :

HC
HC HC

HC HC

th!or$me de correction : est correct : tout th"or(me est une tautologie.HC

th!or$me de compl!tude : est complet : toute tautologie est un th"or(me.HC

4Nous parlons ici de )correction* dans le sens qu$une phrase ou r(gle d$inf"rence est )correcte* ssi elle est ou correspond #
une tautologie. On revidendra sur cette notion ci,dessous, cf. p. 129.
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Nous avons donc la relation suivante &pour n$importe quelle formule propositionnelle ' :φ

HC + φ ⇐⇒ HC =|

La direction +

φ

= $ est assur"e par le th"or(me de correction et signi%e que⇒ ne prouve pas trop,
c$est,#,dire ne prouve pas plus que les v"rit"s logiques. La direction inverse +

HC
⇐ $ est assur"e par le

th"or(me de compl"tude :
=

prouve assez / en d$autres termes, il n$y a pas de v"rit"s logiques qui ne
soient pas prouvables dans .

Pris ensemble, les th"or(mes de correction et de compl"tude nous assurent que notre axiomatisation
de la logique propositionnelle par le calcul est ad!quat$ : on a r"ussi # prouver toutes les phrases que
l$on voulait, et pas plus. Ils nous montrent que le calcul syntaxique est en harmonie avec sa s"mantique.

HC
HC

HC

Th!or$me 17 &Correction de '.HC Soi. une  th!orie  e.Th une  formule  propositionne"$ :φ

HC ∪ Th + =φ ⇒ Th =| φ&6'

P56786 Par induction sur tous les nombres naturels ,5 nous prouvons que :n

&HI' HC ∪ Th +n φ =⇒ Th |= φ

&i' Si n , alors soit= 0 est un axiome deφ , soit un "l"ment de .6 Par les tables de v"rit", nous
prouvons que tous les axiomes H1 #H16 sont des tautologies. Dans le cas o0

HC Th
est un "l"ment deφ

&Th φ∈ ', il est "vident queTh Th =| .φ
&ii' Hypoth(se d$induction : Supposons que HC∪Th +n et que &φ HI' est vraie pour tous les nombres

naturels n′ . Si est un axiome ou un th"or(me, )< n φ Th =| * est vrai &par &i''. La seule autre
possibilit" est que l$on ait obtenu par l$application de

φ
φ # deux autres th"or(mes. Dans ce

cas, il y a une formule
MP

et des nombres naturelsψ n et′ n &les deux′′ ' tels que :< n

HC ∪ Th +n′
ψ → φ&1'

HC ∪ Th +n′′
ψ&2'

HC ∪ Th +n φ&3'

Par l$hypoth(se d$induction, nous savons que &HI' est vrai pour les lignes &1' et &2'. Nous avons :

Th =| ψ → φ

Th =|

Puisque nous savons que

ψ

est une r(gle d$inf"rence valide, nous pouvons inf"rer # partir de &MP 3' :

Th =| φ

Pour une preuve de correction il su2t de prouver que les axiomes sont des tautologies et que les r(gles
d$inf"rence sont valides. Par la d"%nition de la validit", il s$ensuit que tous les th"or(mes sont des

!

5Une preuve par induction sur les nombres naturels montre qu$une certaine phrase est vraie de 0 &)base de l$induction*' et
que, si elle est vraie pour &)hypoth(se d$induction*', alors elle est aussi vraie pourn n &cette deuxi(me "tape s$appelle le
)pas de l$induction*'. En montrant ainsi que la phrase est vraie de 0 et qu$elle est h"rit"e par tous les successeurs de 0, nous
d"montrons que la phrase est vraie de tous les nombres &cf. p.

+ 1

80.

6Ceci s$ensuit de la notion m-me de preuve dans .HC



92 5. La m!thode des arbres

tautologies.

La compl"tude d$un calcul est, en g"n"ral, beaucoup plus di2cile # prouver que sa correction. Nous
nous limitons donc ici # "noncer le th"or(me :7

Th!or$me 18 &Compl"tude de '.HC Soi. une  th!orie  e.Th une  formule  propositionne"$ :φ

Th =| =φ ⇒ HC ∪ Th + φ&7'

Les tautologies sont les formules propositionnelles logiquement valides de la logique propositionnelle.
Etant donn" que toute interpr"tation assigne soit v soit f # une phrase donn"e, une contradiction est
une phrase dont la n"gation est une tautologie &et vice versa'.

La plus grande partie de nos formules propositionnelles et toutes les phrases &trait"es comme' simples
ne sont ni des contradictions ni des tautologies. Une tautologie "tant une n!cessit) logique et une
contradiction, une impossibilit) logique, il s$agit donc de phrases contingentes, vraies sous quelques
interpr"tations &et dans quelques mondes possibles', mais fausses sous d$autres.

Les th"or(mes de correction et de compl"tude nous montrent que ces notions s"mantiques de tau,
tologie, contradiction et contingence ont des contreparties purement syntaxiques. Dans le calcul ,
nous pouvons dire qu$une phrase est prouvable si elle peut -tre d"riv"e des axiomes # l$aide de la r(gle
d$inf"rence . Cette condition limite ce que nous pouvons prouver par le calcul : elle signi%e que
seules les tautologies peuvent -tre prouv"es, que le calcul ne prouve pas trop. L$inverse, cependant, est
"galement vrai : comme nous allons voir dans la le!on

HC

MP

7 &p. 135', le calcul prouve assez : pour toute
tautologie, il nous permet de d"duire une contradiction # partir de la n"gation de cette tautologie.

Nous pouvons formuler ces observations de la mani(re suivante : disons que la cl2ture  d!ductiv$ d$une
formule propositionnelle

HC

est l$ensemble de toutes les formules qui peuvent -tre d"duites de # l$aide
des axiomes et la r(gle d$inf"rence de

φ φ
.8 Adoptons la d"%nition suivante :HC

D!"nition 19 &Consistance'. Une  phras$ est  consistante  si  et  seulement  si  la  cl2ture  d!ductiv$ n$
contient  pas  une  phras$ et sa n!gatio3

φ φ
ψ !¬ψ .

Comme toute phrase fait partie de sa cl9ture d"ductive et parce que, si

"

!φ∧ψ appartient # une cl9ture
d"ductive, alors

"
et y appartiennent "galement, une contradiction sera inconsistante d$apr(s notre

d"%nition. Parce que
φ ψ

ne nous permet pas de d"duire une contradiction # partir d$une phrase qui
n$est pas elle,m-me s"mantiquement "quivalente # une contradiction, seulemen. des contradictions
seront inconsistantes.

Nous pouvons facilement "tendre notre d"%nition # des ensembles de phrases : la cl9ture d"ductive
d$un ensemble de phrases est l$ensemble de toutes les phrases qui peuvent en -tre d"duites ; un en,
semble de phrases est consistant si et seulement si sa cl9ture d"ductive ne contient pas une phrase
et sa n"gation. La cl9ture d"ductive des axiomes de est l$ensemble des th"or(mes. Une contradic,
tion, nous l$avons vu, nous permet de d"duire n$importe quelle proposition :

MP

HC
!(φ ∧ ¬φ) → ψ est un

th"or(me pour n$importe quelle formule
"

. Au lieu de d"%nir une phrase inconsistante comme phrase
dont la cl9ture d"ductive contient une phrase et sa n"gation, nous aurions aussi pu la d"%nir comme
phrase dont la cl9ture d"ductive est trivial$, c$est,#,dire contient toute proposition.9

ψ

7Nous donnerons une preuve de la compl"tude de dans la le!onHC 7 &cf.p. 135'. La m"thode des arbres que nous introduirons
par la suite nous facilitera cette t4che.

8Nous avons d"j# utilis" cette notion dans la n. 2 # la p. 71

9Les dial"theistes, qui acceptent des contradictions vraies, remplacent le principe de non,contradiction par un principe de
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Gr4ce aux th"or(mes de correction et de compl"tude, la notion purement syntaxique de consistance
correspond # une notion s"mantique : dire qu$une formule propositionnelle est consistante &notion
syntaxique'  revient #  dire qu$elle n$est pas une contradiction &notion s"mantique' ; dire que deux
formules sont consistantes revient # dire qu$elles ne sont pas contraires, c$est,#,dire qu$elles peuvent
-tre vraies ensemble. La notion syntaxique de consistance correspond donc # la notion s"mantique de
satisfaisabilit" :

Th!or$me 20 &Ad"quation'. Une  th!ori$ est  consistante  si  et  seulement  s(il  y  a  une  interpr!tatio3
qui rend vraies toutes les formules propositionne"es

Th
φ∈ . Autrement, e"e  est  inconsistante  ,c(est#%#dire  si  e.

seulement si aucune interpr!tation ne rend vraies toutes les formules propositionne"es
Th

φ∈ -.

La consistance est une relation entre des &ensembles de' phrases : on dit qu$une phrase

Th

est consistante
avec deux autres phrases, et , si et seulement s$il y a une interpr"tation qui rend vraies les trois
phrases , et . La consistance est intimement li"e # la relation de cons"quence s"mantique : une
phrase est une cons"quence s"mantique d$une th"orie

φ
ψ χ

φ ψ χ
φ si et seulement si sa n"gationTh !¬φ est

inconsistante avec
"

. Dans ce cas, toute interpr"tation qui rend vraieTh !¬φ &et qui donc rend fausse"
', doit aussi rendre fausse au moins une des pr"misses dansφ .Th

D!"nition 21 &Cons"quence s"mantique d$une th"orie'. Une  formule  propositionne"$ est  une  cons!#
quence  ,s!mantique-  d (une  th!ori$

φ
,!cri. : &Th Th =| '-  si  et  seulement  si  toute  interpr!tation  qui  rend

0raies toutes les formules propositionne"es dans
φ

rend vraiTh .10

Si est une cons"quence de la th"orie vide &

φ

φ Th = ' et s$ensuit donc seulement des axiomes d$un
certain calcul, nous "crivons )=

∅
| * au lieu de )φ =∅ | *. )φ =| * veut donc dire que toute interpr"tation

rend vraie , c$est,#,dire que est valide ou est une tautologie.

Etant donn" que la notion de consistance s$applique # une phrase si et seulement si la n"gation de
cette phrase n$est pas une tautologie, nous avons les relations suivantes :

φ
φ φ

correction tout th"or(me est une tautologie toute phrase satisfaisable est consistante
compl!tude toute tautologie est un th"or(me toute phrase consistante est satisfaisable

Il s$agit ici d$une application m"talogique de la r(gle d$inf"rence de conversion : si tout th"or(me est
une tautologie, tout ce qui n$est pas vrai sous toutes les interpr"tations &n$est pas une tautologie, donc
a une n"gation satisfaisable' ne peut pas -tre prouv" &n$est pas un th"or(me, donc a une n"gation
consistante' ; si toute tautologie est un th"or(me, tout ce qui ne peut pas -tre prouv" &a une n"gation
consistante' n$est vrai sous aucune interpr"tation &a une n"gation satisfaisable'.

L$harmonie entre la syntaxe et la s"mantique de la logique propositionnelle nous donne une corres,

non,trivialit" : au lieu de dire qu$une phrase est prouvable si et seulement si sa cl9ture d"ductive est non,contradictoire, ils
disent qu$elle l$est si et seulement si sa cl9ture d"ductive est non,triviale / c$est,#,dire deux conditions ne co3ncidant pas dans
une logique qui n$accepte pas le principe de l$explosion  d!ductiv$ &ou : ex falso quodlibet' qui dit que n$importe quoi s$ensuit
d$une contradiction.

10Pour l$"crire formellement :

Th =| φ :⇐⇒ ∀I ∀ψ∈Th (I(ψ v) = → I(φ v) = )&8'
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pondance parfaite entre les notions s"mantiques et syntaxiques :

est une cons"quence syntaxique deφ =Th ⇒ s$ensuit deφ Th

est satisfaisable =φ ⇒ est consistant

est une contradiction =

φ

φ ⇒ est inconsistant

est une tautologie =

φ

φ ⇒ !¬φ est inconsistant"
! doncφ ψ est un argument valide =" ⇒ !φ ∧ ¬ψ est inconsistant"

5.3 La nature de la logique

Nous avons introduit la n"gation ) * par la table de v"rit" suivante :¬

p ¬

Cette table de v"rit" montre que la valeur de v"rit" d$une phrase form"e d$une n"gation &comme
connecteur principal' et d$une autre phrase plus simple est l$inverse de la valeur de v"rit" de cette
autre proposition. Selon le principe de v"rifonctionnalit" &cf. p.

p

V F
F V

36', cette table de v"rit" d"termine
compl(tement la signi%cation de ) *. Il y a, cependant, une autre mani(re de sp"ci%er cette signi%ca,
tion, que ceux qui ne pensent pas que la logique est l$"tude de quelques v"rit"s &les +v"rit"s logiques$',
mais plut9t qu$elle est l$"tude des inf"rences, pr"f(rent. Selon eux, une logique n$est pas caract"ri,
s"e par ses tautologies, mais par la relation de cons"quence qui rend valides certaines inf"rences. Les
connecteurs propositionnels ne sont pas caract"ris"s par leurs tables de v"rit", mais par les r(gles
d$introduction et d$"limination qui gouvernent leur comportement inf"rentiel.

Parmi les philosophes qui se sont interrog"s sur la nature de la logique, on peut en e1et distinguer
deux courants : selon un premier courant, la logique essaie de trouver, d$expliquer et de syst"matiser
les tautologies :11 selon un second courant, elle essaie de formaliser les inf"rences valides.12 Le pre,
mier camp maintient souvent, avec Wittgenstein, que les v"rit"s logiques sont d"nu"es de contenu
&)sinnlos*', mais qu$elles ne sont pas d"nu"es de sens &)unsinnig*' : quoiqu$elles ne nous informent pas
sur le monde &car elles n$excluent aucune possibilit"', elles font, en tant que cas limites, partie du
langage sens" / )Elles font partie du formalisme.* &

¬

Wittgenstein 1921: §4.4611'.

La premi(re approche consiste dans l$"laboration d$un calcul qui axiomatise un certain nombre de
phrases, appel"es )th"or(mes*. La seconde approche formalise certaines inf"rences, des transitions de
quelques phrases # d$autres. La premi(re approche r"ussit si et seulement si les th"or(mes &les phrases
axiomatis"es' sont des tautologies &et il ne reste aucune tautologie qui ne soit pas axiomatis"e par
le calcul', c$est,#,dire si le calcul est complet et correct ; la seconde approche r"ussit si et seulement
si les inf"rences formalis"es sont valides et su2sent pour capturer tout le raisonnement +logique$ en
question.

Les deux projets de recherche peuvent -tre entrepris de mani(re s"mantique ou de mani(re syntaxique.
Si l$on s$int"resse principalement aux v"rit"s logiques, on cherchera # les axiomatiser # l$aide d$un calcul
et # prouver que ce calcul est correct et complet &en bref : ad"quat' par rapport # l$ensemble des phrases

11Ainsi Blanch", dans son introduction # la logique, dit que la logique &propositionnelle' est la recherche des tautologies
&Blanch" 1996: 65'. Les %gures les plus c"l(bres de ce groupe sont Quine, Tarski et Wittgenstein.

12Pour ce camp l#, nous nous devons surtout de nommer le logicien allemand Gerhard Gentzen.
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que l$on voulait axiomatiser.13 Dans la seconde perspective, qui s$int"resse # la validit" des arguments
&et # la correction des inf"rences' plut9t qu$aux v"rit"s logiques &bien que les deux questions soient
"troitement li"s', on essaie de d"velopper une m"thode syntaxique et structurelle de d"duction. C$est
la m"thode de la +d"duction naturelle$, que l$on abordera dans la le!on 6. Une autre m"thode est
celle des tableaux analytiques, "galement appel"e la +m"thode des arbres$. Ces deux m"thodes sont
syntaxiques : la di1"rence principale entre ces trois techniques et le calcul axiomatique c$est qu$elles
comportent de nombreuses +r(gles d$inf"rence$, tandis que le calcul hilbertien n$a normalement qu$une
seule r(gle d$inf"rence &le plus souvent modus ponens', mais de nombreux axiomes.

La m"thode de la d"duction naturelle a "t" introduite, d$une part par Jaskowski &1934' et d$autre part
par Gentzen &1934'. Simultan"ment, Gentzen a d"%ni un calcul des s"quents. Vingt ans plus tard,
Beth &1955' a formul" sa m"thode des tableaux analytiques et Hintikka &1955' a propos" la m"thode
des +ensembles de v"rit"$ &+truth sets$' qui, dans la syst"matisation de Smullyan &1968', est devenue la
m"thode des arbres que nous pr"senterons # la mani(re de Lepage &1991'. Ce n$est que r"cemment
qu$il a "t" prouv" que le calcul des tableaux analytiques et le calcul des s"quents sont "quivalents,
c$est,#,dire que tout ce qui peut -tre prouv" par l$une des m"thodes peut -tre "galement prouv" par
l$autre et vice versa.

5.4 La m!thode des arbres

La m"thode des arbres est une m"thode syntaxique pour prouver certaines phrases. Elle est cependant
+moins$ syntaxique que la m"thode des calculs axiomatiques parce qu$elle utilise des r(gles qui se
pr-tent # une interpr"tation en termes de tables de v"rit". Rappelons les neuf faits suivants :

F1 Si une n"gation !¬φ est fausse, alors" est vraie.φ
F2 Si une conjonction !φ ∧ ψ est vraie, alors" et sont vraies.φ ψ
F3 Si une conjonction !φ ∧ ψ est fausse, alors soit" soit est fausse.φ ψ
F4 Si une disjonction !φ ∨ ψ est vraie, alors soit" , soit est vraie.φ ψ
F5 Si une disjonction !φ ∨ ψ est fausse, alors" et sont fausses.φ ψ
F6 Si une implication !φ → ψ est vraie, alors soit" est fausse soit est vraie.φ ψ
F7 Si une implication !φ → ψ est fausse, alors" est vraie et est fausse.φ ψ
F8 Si une "quivalence !φ ↔ ψ est vraie, alors soit" et sont vraies, soit et sont fausses.φ ψ φ ψ
F9 Si une "quivalence !φ ↔ ψ est fausse, alors soit" est vraie et fausse, soit est fausse et

vraie.

De ces neuf faits, nous d"rivons des r(gles pour construire des arbres. F2, par exemple, nous dit que
nous pouvons d"composer

φ ψ φ ψ

!φ ∧ ψ en" et en et les placer sur la m-me branche : siφ ψ !φ ∧ ψ se
trouve sur un chemin de l$arbre, alors

"
et devront se trouver sur ce m-me chemin, car siφ ψ !φ ∧ ψ

est vraie,
"

et le sont aussi. F3 nous dit que siφ ψ !¬(φ ∧ ψ) se trouve sur un chemin, alors soit" !¬φ
soit

"
!¬ψ devrait se trouver sur le m-me chemin. Construire un arbre correspondant # une expression

complexe consistera # construire des chemins # partir de l$expression initiale en utilisant les r(gles
de construction d$arbres. Les chemins ainsi obtenus dans l$arbre &consid"r"s de bas en haut' seront
des +chemins de v"rit"$ : ils repr"sentent des mani(res dont les phrases initiales peuvent -tre vraies
ensemble. La m"thode des arbres nous fournit ainsi un test de consistance, respectant la composition
d$une phrase complexe # partir de ses constituantes simples. Les neuf faits F1 # F9 mentionn"s nous
assurent la correction de quelques r(gles d$inf"rence. Ils correspondent # neuf r(gles de construction
d$arbres :

"

13Nous parlerons de la correction et la compl"tude des calculs en g"n"ral dans la le!on 7.
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!¬¬φ"

φ

!φ ∧ ψ"

φ
ψ

!¬(φ ∧ ψ)"

!¬φ" !¬ψ"

!
!
!!

"
"

""

!φ ∨ ψ"

φ ψ

!
!
!!

"
"

""

!¬(φ ∨ ψ)"

!¬φ"
!¬ψ"

!φ → ψ"

!¬φ" ψ

!
!
!!

"
"

""

!¬(φ → ψ)"

φ
!¬ψ"

!φ ↔ ψ"

φ
ψ

!¬φ"
!¬ψ"

!
!
!!

"
"

""

!¬(φ ↔ ψ)"

φ
!¬ψ"

!¬φ"
ψ

Nous appliquons ces r(gles de mani(re it"rative, jusqu$# ce qu$aucune des r(gles ne soit applicable /
cela n$est le cas que si les seules phrases non,trait"es sont des phrases simples ou des n"gations de
phrases simples. Nous pouvons +fermer$ une branche si et seulement si elle contient n$importe quelle
formule propositionnelle, par exemple )

!
!
!!

"
"

""

* &ou )p p∧ (q∨ r *', e. sa n"gation )) ¬ * &ou )p ¬(p∧ (q∨ r *'.14

Pour le faire, il n$est pas n"cessaire que l$arbre soit enti(rement d"velopp" : d(s que nous trouvons une
phrase et sa n"gation sur une m-me branche, nous pouvons la fermer.

))

5.5 L%interpr!tation syntaxique de la m!thode des arbres

Comment interpr"ter ces arbres ? Leurs r(gles de construction correspondent # des r(gles d$inf"rence.
Dans notre nouveau calcul, la r(gle d$inf"rence , par exemple, correspondra # l$arbre suivant :MP

14Seules les paires de phrases de la forme 〈φ, !¬φ" comptent comme contradictoires. Il ne serait pas permis, par exemple,
de consid"rer )

〉
¬p ∨ (¬q ∧ ¬r * comme n"gation de )) p ∧ (q ∨ r *, m-me si la formule est s"mantiquement "quivalente # cette

n"gation. Dans un calcul syntaxique, tel que l$est la m"thode des arbres, seule la form$ &syntaxique' des phrases peut entrer en
consid"ration.

)



5.5 L%interpr!tation syntaxique de la m!thode des arbres 97

p → q
p

¬p
!

q

Il est ais" d$interpr"ter cet arbre de mani(re s"mantique : Une implication peut -tre vraie de deux
mani(res : parce que son ant"c"dent est faux ou parce que son cons"quent est vrai. En pr"sence de )

!
!
!!

"
"

""

*,
cependant, nous pouvons exclure la premi(re possibilit" / ce que nous faisons en fermant la branche
gauche. Le seul chemin de v"rit" qui reste contiendra ) * : ) * doit -tre vraie si )

p

q q p → * et ) * le sont.

Voici un autre exemple. Nous commen!ons par une conjonction de trois phrases complexes, appli,
quons la r(gle de conjonction et d"veloppons ensuite la disjonction qui est le deuxi(me conjoint :

q p

# (p → q) ∧ (p ∨ r) ∧ (s ∧ ¬q)

p → q
# p ∨ r

s ∧ ¬q

p r

Apr(s avoir appliqu" une r(gle # une formule dans une branche, nous la marquons par le signe )

!
!
!!

"
"

""

*.
Apr(s chaque application de r(gle, nous d"terminons si nous pouvons d"j# fermer une branche. Ici
nous ne pouvons pas encore le faire.

En voici une interpr"tation s"mantique : Nous avons commenc" avec trois formules qui "taient peut,
-tre toutes vraies. Ce que notre arbre nous apprend, c$est que les trois formules pourraient -tre vraies
de deux mani(res : la premi(re serait que )

#

p → *, )q s ∧ ¬ * et ) * soient vrais, et la deuxi(me que
)

q p
p → *, )q s ∧ ¬ * et ) * soient vraies.

Nous pouvons donner une motivation +dialogique$ # cette interpr"tation : un arbre repr"sente les choix
dialogiques d$un d"fenseur de la phrase initiale. En d"fendant la v"rit" d$une disjonction, par exemple,
je peux me contenter de ne d"fendre que l$un des disjoints ; pour d"fendre une conjonction, cependant,
il faut d"fendre les deux conjoints etc. Dire qu$une branche se ferme revient # dire que l$argument qui
a pris le +chemin de v"rit"$ correspondant a "chou" : la d"fense n$a pas pu montrer que la phrase initiale
pouvait -tre vraie.

Nous distribuons maintenant la conjonction )

q r

s∧¬ * sur les branches &et marquons la troisi(me formule
comme +trait"e$' :

q
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# (p → q) ∧ (p ∨ r) ∧ (s ∧ ¬q)

p → q
# p ∨ r
# s ∧ ¬q

p
s

¬q

r
s

¬q

Etant donn" que la r(gle de conjonction nous dit de continuer avec les deux conjoints, il nous faut
ajouter )

!
!
!!

"
"

""

* et )s ¬ * dans chacune des deux branches.

Nous v"ri%ons # nouveau si nous pouvons +fermer$ une branche : nous ne le pouvons pas. Nous appli,
quons maintenant la r(gle de l$implication # la premi(re de nos trois formules initiales &l$implication
est la seule formule complexe qui nous reste, et donc la seule # laquelle nous pouvons appliquer une
r(gle pour d"velopper davantage l$arbre'. Cette r(gle d$implication nous dit d$ouvrir deux nouvelles
branches : l$une avec la n"gation de l$ant"c"dent et l$autre avec le cons"quent. Nous obtenons donc :

q

# (p → q) ∧ (p ∨ r) ∧ (s ∧ ¬q)

# p → q
# p ∨ r
# s ∧ ¬q

p
s

¬q

r
s

¬q

!
!
!!

"
"

""

#
#
##

$
$
$$

¬p q

#
#
##

$
$
$$

¬

Cette fois, nous pouvons fermer quelques,unes de nos quatre branches. Celle de gauche contient )

p q

¬ *
et ) *, la deuxi(me en partant de la gauche ) * et )

p
p q ¬ *, et celle qui se trouve tout # droite contient

"galement ) * et )
q

q ¬ *. Nous indiquons le fait qu$une branche ait "t" ferm"e par le signe )q * :$

# (p → q) ∧ (p ∨ r) ∧ (s ∧ ¬q)

# p → q
# p ∨ r
# s ∧ ¬q

p
s

¬q

r
s

¬q

!
!
!!

"
"

""

#
#
##

$
$
$$

¬p q

#
#
##

$
$
$$

¬p q
! ! !
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A ce stade, nous ne pouvons plus d"velopper le tableau, puisque toutes les formules non,pr"c"d"es du
signe ) * sont soit des phrases simples, soit des n"gations de phrases simples, et que les r(gles dont
nous disposons ne s$appliquent qu$# des phrases complexes. Il ne nous reste donc plus rien # faire.

Il est important de se rappeler que la m"thode des arbres est une m"thode syntaxique : il ne s$agit
que de l$application m"canique des r(gles de construction d$arbres et de fermeture des branches qui
contiennent une formule propositionnelle simple avec sa n"gation.La m"thode des arbres nous fournit
donc un test  de  consistanc$. Comme l$arbre d$une phrase correspond # sa clot:re d"ductive, la phrase
intitiale est inconsistante si et seulement si chaque branche de l$arbre se ferme.

#

5.6 L%interpr!tation s!mantique de la m!thode des arbres

Bien que la m"thode des arbres soit un calcul, donc une m"thode purement syntaxique de prouver
des th"or(mes, son avantage principal r"side dans le fait que son interpr"tation s"mantique est facile
et  naturelle. Par l$ad"quation entre la syntaxe et la s"mantique de la logique propositionnelle, les
th"or(mes de correction et de compl"tude de la m"thode des arbres nous permettent de donner une
interpr"tation s"mantique aux r(gles de construction d$arbres.15

En e1et, le fait que nous ayons ferm" trois des quatre branches de l$arbre pr"c"dent signi%e que ces
branches ne repr"sentent pas des mani(res dont les formules initiales pourraient -tre vraies ensemble.
Elles ne correspondent pas # des interpr"tations qui rendent vraie la formule initiale.

Le tableau nous montre donc qu$il n$y a qu$une seule mani(re pour les formules initiales d$-tre vraies
ensemble : il faut que les formules sur la seule branche ouverte soient toutes vraies, en d$autres termes
que ) *,) *,)r s ¬ * et )q ¬ * soient vrais. Dans une table de v"rit", cette possibilit" logique correspondrait
# la ligne , , , du tableau. Cette ligne repr"sente la possibilit" logique sous laquelle la formule
initiale est vraie / elle d"crit le mod(le dans lequel elle est vraie.

Si nous avions ferm" toutes les branches, nous saurions que la ou les formule&s' initiale&s' ne pouvai&en't
pas -tre vraie&s' : il s$agissait d$une contradiction &dans le cas d$une proposition' ou d$un ensemble de
phrases insatisfaisables.

Nous voyons ainsi que la m"thode des arbres peut nous servir de test de satisfaisabilit) : si une des
branches reste ouverte, il y a une possibilit" logique pour les phrases initiales d$-tre vraies ensemble
et elles forment donc un ensemble satisfaisable &pr"supposant la compl"tude et la correction de la
m"thode des arbres'. Puisqu$une phrase est une contradiction si et seulement si sa n"gation est une
tautologie, la m"thode des arbres nous sert "galement de test pour savoir si ou non une phrase est une
tautologie. Si toutes les branches de l$arbre de  sa  n!gatio3 se ferment, alors elle est une tautologie. Si
au moins une branche reste ouverte, il y a une possibilit" pour sa n"gation d$-tre vraie, et donc une
possibilit" pour elle d$-tre fausse. Dans ce cas,l#, elle n$est pas une tautologie.

Les arbres nous permettent donc de visualiser les conditions de v"rit" d$une phrase complexe. Exami,
nons un deuxi(me exemple :

p
F F V V

15Les th"or(mes de correction et de compl"tude doivent -tre "tabli pour chaque calcul syntaxique s"par"ment. Nous n$avons
montr" la correction que pour &p.HC 91' et avons seulement pr"suppos" la compl"tude. Nous allons prouver la correction de la
m"thode des arbres et de la compl"tude des deux syst(mes dans la le!on 7.
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# ¬(p ∨ (q ∧ ¬r))

¬p
# ¬(q ∧ ¬r)

!
!
!!

"
"

""
¬q # ¬¬

L$application des r(gles nous permet d$interpr"ter cet arbre de la fa!on suivante : )

r

r

¬(p∨ (q ∧¬r * est
vrai si et seulement si, soit )

))
¬ * et )p ¬ * sont vrais &la branche # gauche', soit )q ¬ * et ) * sont vrais &la

branche # droite'. Il y a donc deux +chemins de v"rit"$ complets dans cet arbre, deux mani(res pour la
phrase complexe d$-tre vraie.

Consid"rons l$arbre suivant :

p r

# p ∨ q
¬p
¬q

!
!
!!

"
"

""
p q

Dans cet arbre, aucun chemin ne reste ouvert : la tentative de trouver une mani(re dont les phrases
initiales peuvent -tre vraies ensemble "choue / ce qui n$"tonne pas, "tant donn" que la v"rit" d$une
disjonction exclut la fausset" de ses deux disjoints.

Une contradiction est caract"ris"e par le fait que chacun des chemins de son arbre contient une phrase
et aussi sa n"gation. Autrement dit, toutes ses branches se ferment :

! !

# ¬(¬(p ∧ q) ∨ (p ∧ q))

# ¬¬(p ∧ q)
# ¬(p ∧ q)

# p ∧ q

p
q

!
!
!!

"
"

""
¬p ¬q

Un des chemins de cet arbre contient )

! !

* et )p ¬ *, l$autre ) * et )p q ¬ *.16q

16Selon l$interpr"tation +dialogique$ de la m"thode des arbres, la fermeture d$une branche repr"sente le cul,de,sac dans lequel
est tomb" un interlocuteur qui a choisi cette strat"gie pour d"fendre sa th(se initiale. S$il n$y a que des culs,de,sac, la th(se ne
peut pas -tre d"fendue.
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En tant que m"thode syntaxique, la m"thode des arbres nous permet de prouver des phrases : on
prouve une phrase en montrant qu$un arbre complet &enti(rement d"velopp"' pour sa n!gatio3 ne
contient que des branches ferm"es. Interpr"t" s"mantiquement, le fait que toutes les branches se
ferment signi%e qu$il n$y a aucune possibilit" pour la phrase initiale d$-tre vraie, c$est,#,dire qu$il s$agit
d$une contradiction. Puisqu$une phrase est une contradiction si et seulement si sa n"gation est une
tautologie, nous avons une m"thode pour tester le caract(re tautologique d$une proposition. Il su2t
de faire l$arbre de  sa  n!gatio3 et de voir si toutes les branches se ferment. Si c$est le cas, la phrase
initiale est une tautologie ; sinon, elle ne l$est pas.17

Un arbre dont toutes les branches se ferment est appel" )ferm"*. Une phrase est donc une tautologie
si et seulement si sa n"gation a un arbre ferm".

Les arbres peuvent donc nous servir de crit(re lors de la d"termination du caract(re tautologique ou
non,tautologique d$une proposition.Une inf"rence est valide si et seulement si l$implication mat"rielle
de sa conclusion par &la conjonction de' ses pr"misses est une tautologie.Nous pouvons donc "galement
utiliser la m"thode des arbres pour tester la validit" des inf"rences. Par exemple, pour tester la validit"
de l$argument )p → ;q q → ; doncr p → * &v"ri%er si )r {p → q, q → r =} | p → * est vraie',
nous d"terminons si la n"gation de sa conclusion est consistante avec ses pr"misses / s$il existe une
possibilit" logique que les pr"misses soient vraies et la conclusion fausse. Si toutes les branches de
l$arbre correspondant # cette implication sont ferm"es, il n$y a aucune interpr"tation qui rende vraies
#  la fois toutes les pr"misses et la n"gation de la conclusion car la n"gation de la conclusion est
inconsistante avec les pr"misses. En d$autres termes, toute interpr"tation qui rend vraie l$ensemble des
pr"misses rend vraie la conclusion. Par cons"quent, l$inf"rence est valide. Nous construisons l$arbre
suivant :

r

# p → q
# q → r
# ¬(p → r)

p
¬r

!
!
!!

"
"

""
¬q r

!
#
#
##

$
$
$$

¬p q

Observant que toutes les branches se ferment, nous concluons qu$il n$y a pas d$interpr"tation qui rende
vraies )

! !

p → *, )q q → * et )r ¬(p → q *, c$est,#,dire que toute interpr"tation qui rend vraies )) p → *
et )

q
q → * rend "galement vraie la conclusion de l$argument, )r (p → q *. L$argument suivant est donc

valide :
)

&9'
p → q
q → r
p →

La m"thode des arbres est une m"thode e2cace permettant de d"terminer si un "nonc" est une

q
s

17 J$explique ici une m"thode syntaxique en termes s"mantiques, pr"supposant d"j# que la m"thode des arbres est correcte et
compl(te par rapport # la s"mantique de la logique propositionnelle. Nous n$"tablirons ce r"sultat que plus tard, dans la le!on 9.
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tautologie ou non. L$application d$une r(gle # une formule a pour r"sultat de ramener le probl(me #
l$application d$autres r(gles sur des formules plus courtes. ;tant donn" qu$au point de d"part nous
avons un nombre %ni de phrases qui poss(dent chacune un nombre %ni de symboles, apr(s un nombre
%ni d$"tapes, l$arbre sera totalement d"velopp" et nous pourrons v"ri%er si tous les chemins se ferment
ou non.

Comme test de validit" d$un argument, la m"thode des arbres a l$avantage suppl"mentaire de nous
procurer une information cruciale dans le cas o0 le test "choue : la branche qui reste ouverte nous
indique de quelle mani(re on peut construire un contre,exemple, c$est,#,dire quelle est l$interpr"tation
propositionnelle qui rend vraies les pr"misses et fausse la conclusion.

N"anmoins, il faut faire des choix : dans l$application des r(gles # certaines phrases plut9t que d$autres,
on risque de compliquer l$arbre et de devoir r"p"ter les m-mes formules sur di1"rents arbres. En
g"n"ral, il est conseill" de toujours traiter d$abord les phrases qui n$ouvrent pas de nouvelles branches,
ce qui "vite de devoir r"p"ter la m-me formule dans des branches di1"rentes. L$ordre de l$application
des r(gles, m-me s$il peut -tre important d$un point de vue pratique, est immat"riel logiquement : si
nous obtenons un arbre ferm" par un ordre de proc"dure, tout autre ordre nous donnera "galement
un arbre ferm".

Il est important de ne pas oublier d$introduire les nouvelles formules sur toutes les branches ouvertes.
Supposons, par exemple, que je commence, en d"veloppant l$arbre suivant, par la disjonction. Je dois
mettre les conjoints de la conjonction sur toutes les branches successives :

# ¬p ∧ ¬q
# p ∨ q

!
!
!!

"
"

""
p q

¬p
¬q
!

#
#
##

$
$
$$

¬p
¬q

¬p
¬q

En guise de r"sum", on peut dire que la m"thode des arbres met # notre disposition trois tests de fort
utiles :

!
!

/ Comme test de consistanc$, elle nous permet d$"tablir si une phrase ou un ensemble de phrases
est ou non consistant et, dans le cas d$une r"ponse a2rmative, elle nous permet de trouver une
interpr"tation pertinente.

/ La m"thode des arbres nous permet d$"tablir si une phrase donn"e est ou non une tautologi$ :
elle l$est si et seulement si les branches de l$arbre de sa n"gation sont toutes ferm"es.

/ La m"thode des arbres nous permet "galement de tester la0alidit) d$un argument, en v"ri%ant
si l$implication correspondante est ou non une tautologie.

Points & retenir

1. Une interpr"tation propositionnelle atomique attribue des valeurs de v"rit" aux phrases simples.
Elle est la base pour une interpr"tation propositionnelle qui attribue des valeurs de v"rit" # toutes
les formules du langage .L
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2. Une interpr"tation propositionnelle correspond # une possibilit" logique et # une ligne dans une
table de v"rit".

3. Les notions s"mantiques )tautologie*,)contradiction*,)satisfaisabilit"* et )cons"quence s"man,
tique* peuvent -tre d"%nies en termes d$interpr"tations propositionnelles.

4. Un ensemble de phrases est satisfaisable si et seulement s$il y a une interpr"tation qui rende
vraies toutes les phrases de cet ensemble.

5. Un calcul syntaxique &un calcul axiomatique, un calcul d$arbres ou un calcul de la d"duction
naturelle' est dit )correct* si tous ses th"or(mes sont des tautologies.

6. Un tel calcul est dit )complet* si toute tautologie en est un th"or(me.
7. La m"thode des arbres nous fournit un test de consistance : elle nous permet d$"tablir si oui ou

non un ensemble de phrases est consistant. Si l$ensemble en question est e1ectivement consis,
tant, elle permet "galement de trouver une interpr"tation qui rende vraies toutes les phrases de
cet ensemble.

8. Prouver une phrase par la m"thode des arbres revient # montrer que toutes les branches de
l$arbre de sa n"gation

φ
!¬φ se ferment."

9. Puisqu$elle est correcte, la m"thode des arbres nous permet "galement d$"tablir si une phrase
est ou non une tautologie : elle l$est si et seulement si l$arbre de sa n"gation

φ
!¬φ ne contient

que des branches ferm"es.
"

10. La m"thode des arbres nous permet "galement de tester un argument pour sa validit", en v"ri%ant
le caract(re tautologique de l$implication correspondante.


