
Chapitre 6

La d!duction naturelle

6.1 Les suppositions

Nous avons rencontr! deux mani"res de construire des preuves :

1. le calcul axiomatique , o# il faut d$abord trouver les bons axiomes, en faire des substitutions,
et en%n appliquer la r"gle d$inf!rence dans le bon ordre ;

HC
MP

2. la m!thode des arbres &ou : la m!thode des tableaux analytiques', o# l$on d!compose successive(
ment la formule initiale en cherchant une interpr!tation sous laquelle elle est vraie.

La m!thode de la r!duction ) l$absurde, que l$on a introduite comme r"gle d$introduction de la n!gation,
ne s$ins"re dans aucune de ces cat!gories car elle utilise essentiellement la notion de!supposition". Dans
la langue naturelle, une supposition est l$!nonciation d$une phrase qui manque de force assertoire. Au
niveau pragmatique, la force assertoire est ce qui distingue une assertion d$une question ou d$un ordre :
c$est en vertu de la force assertoire que quelqu$un qui a*rme qu$il pleut s$engage pour la v!rit! de +il
pleut,. Si son !nonciation manque de force assertoire, on ne peut pas le contredire en disant qu$il ne
pleut pas. En e-et, il n$a pas a*rm! qu$il pleut : il l$a seulement demand!, ordonn! ou suppos!.

Nous avons dit que la logique s$occupe d$un langage formel, qui fait abstraction de la dimension
pragmatique du langage ordinaire. Si nous distinguons la force ou le mode d$un !nonc! de son contenu
propositionnel et disons que les actes de promettre que , ordonner que , prier que et dire que

impliquent toutes la m.me phrase + ,, ce n$est que de cette proposition, consid!r!e comme !tant
vraie ou fausse, dont nous nous sommes occup! maintenant. C$est pourquoi on pourrait penser que
la logique fait abstraction totale sur tout acte de parole. Nous voyons maintenant que ceci n$est pas
enti"rement vrai : la distinction entre une a*rmation que et une supposition que se fait par
r!f!rence aux di-!rentes /forces illocutoires$ de ces deux actes. Ceux(ci, cependant, resteront les seuls
) consid!rer.

Nous avons d!j) fait de nombreuses suppositions tout au long de ce cours. Prenons les exemples
suivants :

p p p
p p

p p

0 +Imaginons que quelqu$un soutienne qu$il ne faut pas manger de la viande. Il pourrait avoir deux
types de raisons : …,

0 +Quelqu$un qui a*rme que + , et que +p p → , sont vraies, devrait alors a*rmer que .,q q
0 +Tout en !tant convaincus que ¬ , supposons que . Il s$ensuit alors que le num!ro 2 n$est pas
!gal a la somme de 1 + 1, ce qui, nous le savons, est faux. La supposition que !tait donc fausse.
Donc

p p
p

¬ .,p
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0 +Si, comme certains l$a*rment, il y a un Dieu, alors ce Dieu est omnipotent. S$il est omnipotent,
alors il peut cr!er une pierre si lourde que Lui(m.me ne peut la soulever.Mais c$est est impossible.
Donc il n$y a pas de Dieu.,

Dans une preuve par la r!duction ) l$absurde, il serait absurde de reprocher ) celui qui la prof"re de
s$.tre contredit en d!montrant &et donc en a*rmant' que la phrase de d!part est fausse. Ceci montre
que l$on a a-aire ) une supposition : c$est en supposant + , et en montrant qu$une contradiction s$ensuit
que l$on d!montre que

p
¬ .

C$est l$usage des suppositions qui caract!rise la m!thode de la d!duction naturelle que l$on abordera
dans cette le1on.1 La d!duction naturelle est une mani"re intuitive de faire des preuves qui s$apparente
bien aux raisonnements d$une argumentation. Parce qu$elle nous permet de prouver des th!or"mes
et parce que l$on peut d!montrer que ses th!or"mes sont des tautologies, la d!duction naturelle est
de m.me une m!thode permettant de calculer la validit! des arguments : op!rant !tape par !tape,
chacune contenant sa propre r"gle pour aller des pr!misses ) des conclusions interm!diaires, nous
arrivons ) la conclusion %nale de l$argument.

M.me si l$on ne s$engage pas ) la v!rit! de ce que l$on suppose, on tombe sous une obligation cor(
respondante : celle de tenir compte de ses suppositions. De nombreux raisonnements fallacieux se
produisent en prenant une supposition pour un fait !tabli. C$est pourquoi il faut toujours marquer les
suppositions dans la colonne ) gauche. Consid!rons le d!but d$une preuve que

p

¬ ) partir des trois
pr!misses +

p
p → ,, +q p → (q → r , et +) ¬ , :

1

r

p → q, p → (q → r),¬r " p → pr!misse
2

q
p → q, p → (q → r),¬r " p → (q → r pr!misse

3
)

p → q, p → (q → r),¬r " ¬ pr!misse
4

r
p → q, p → (q → r),¬r, p "∗ supposition

5
p

p → q, p → (q → r),¬r, p "∗ de &1' et &4' par &q '
6

MP
p → q, p → (q → r),¬r, p "∗ q → de &2' et &4' par &r '

7
MP

p → q, p → (q → r),¬r, p "∗ de &5' et &6' par &r '

Nous commen1ons la preuve ) la ligne &1' par une !numeration des pr!misses : toutes les autres phrases
de la preuve seront des cons!quences logiques des trois pr!misses &1', &2' et &3'. Nous introduisons une
supposition ) la ligne &4'. Nous la rajoutons ) la colonne gauche et marquons le signe +

MP

, pour la
relation de d!ducibilit! avec une ast!risque : cette ast!risque dans

"
" nous rappelle que nous n$avons

encore rien prouv! sans condition : Les lignes 4 ) 7 sont toutes gouvern!es par la supposition que

∗

0
on a prouv! + , sous la supposition qu# &indiqu! par l$ast!risque dans +

p
r p " ,'. Pour pouvoir dire que l$on

a r!ellement prouv! la v!rit! d$une certaine proposition, il faut enlever cette supposition et passer de
+

∗

" , ) +∗ ,. Comment se d!faire d$une supposition ?

Une r"gle d$inf!rence qui nous permet d$2ter une supposition est la r$duction %  l &absurd#. Consid!rons
la preuve suivante :

1

"

p → q, q → ¬p " p → pr!misse
2

q
p → q, q → ¬p " q → ¬ pr!misse

3
p

p → q, q → ¬p, p "∗ supposition
4

p
p → q, q → ¬p, p "∗ de &1' et &3' par &q '

5
MP

p → q, q → ¬p, p "∗ ¬ de &2' et &4' par &p '
6

MP
p → q, q → ¬p " ¬ de &3' et &5' par r$duction %  l &absurd#p

1Pour la formulation des r"gles et quelques exemples, je suivrai largement l$excellente pr!sentation de Lemmon &1965b', qui,
lui(m.me, s$est inspir! de Suppes &1957' et Mates &1965' qui suivaient Fitch &1951'.
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Nous avons suppos! que , dans la ligne 3, et montr! sous cette supposition quep ¬ &ligne 5'. Nous
pouvons donc conclure que

p
¬ 0 sans aucune supposition : si la supposition que nous m"ne ) une

contradiction, alors
p p

¬ &ligne 6'.

L$introduction des suppositions nous permet de compl!ter non seulement notre discussion sur la
n!gation, mais !galement celle sur l$implication mat!rielle. Nous avons vu que la r"gle d$!limination
pour l$implication mat!rielle &

p

E' !tait la r"gle d$inf!rence modus ponens &→ ' :MP

" p → q
" p
" q

E ou→

Dans la deuxi"me le1on, nous n$avions pas les ressources su*santes pour introduire la r"gle d$introduction
correspondante &

MP

I', celle de la preuve  conditionne'# &→ ' :PC

p "∗

.

.

.

p

p "∗ q
" p → q

I ou→

Cette r"gle nous permet de remplacer une supposition par une implication mat!rielle : si +

PC

, a !t!
prouv! sous la supposition que , nous avons prouv!, sous aucune supposition, que

q
p p → . Avec cette

r"gle ) notre disposition, continuons notre preuve que
q

¬ :

7

p

p → q, p → (q → p),¬r, p "∗ de &5' et &6' par &r '
8

MP
p → q, p → (q → p),¬r " p → de &4' et &7' par &r '

9
PC

p → q, p → (q → p),¬r " ¬r → ¬ de &8' par conversio(
10

p
p → q, p → (q → p),¬r " ¬ de &3' et &9' par &p '

Dans la ligne &9', nous avons utilis! une r"gle d$inf!rence d!riv!e, appel!e +conversion,, dont le sch!ma
est le suivant &cf. p.

MP

90' :

&1'
p → q
¬q → ¬ conversion &p '

Ce sch!ma correspond ) la tautologie +

CP

(p → q) → (¬q → ¬p , et est donc valide. Nous pouvons
m.me !conomiser encore une autre ligne en utilisant la r"gle de modus to'ens &

)
' :

3

MT

p → q, p → (q → p),¬r " ¬ pr!misse
8

r
p → q, p → (q → p),¬r " p → de &4' et &7' par &r '

10
PC

′ p → q, p → (q → p),¬r " ¬ de &3' et &8' par &p '

Nous voyons que dans un calcul de d!duction naturelle, il est facile d$introduire des r"gles d$inf!rence
d!riv!es &comme nous l$avons fait avec , la r"gle de la conversion'. Dans un calcul hilbertien, on
aurait !t! oblig! de proc!der comme suit :

3

MT

CP

p → q, p → (q → p),¬r " ¬ pr!misse
8

r
p → q, p → (q → p),¬r " p → de &4' et &7' par &r '

8a
PC

p → q, p → (q → p),¬r " (p → r) → (¬r → ¬p axiome &H11'

8b

)
p → q, p → (q → p),¬r " ¬r → ¬ de &8' et &8a' par &p '

9
MP

′ p → q, p → (q → p),¬r " ¬ de &3' et &8b' par &p 'MP
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La nouvelle r"gle d$inf!rence & ' nous permet d$!pargner les lignes &8a' et &8b'.MT

6.2 Les r"gles d#introduction et d#!limination

L$utilisation d$une langue formelle pour la logique propositionnelle nous oblige d$expliquer ce que
nous voulons dire par les symboles introduits ) ce propos : nous devons %xer leur signi%cation. Une
mani"re s!mantique de le faire est de donner des tables de v!rit!, exploitant ainsi le principe de
v!rifonctionnalit!.

Outre les tables de v!rit!, il existe une autre m!thode qui permet de d!terminer la signi%cation des
connecteurs propositionnels : les r"gles d$introduction et d$!limination d!terminent le comportement
/inf!rentiel$ de ces connecteurs 0 ce qui, pour ceux qui con1oivent la logique comme syst!matisation
d$inf!rences, comprend l$essentiel de leur signi%cation. Compl!tant notre discussion des connecteurs
dans la le1on 2 &p. 37 et suivants' , nous postulons les r"gles suivantes comme r"gles d$introduction et
d$!limination pour les connecteurs propositionnels :

" !φ → ⊥"
" !¬φ" I¬ " !¬¬φ"

" φ
E¬

" ψ
" φ

" !φ ∧ ψ" I∧ " !φ ∧ ψ"
" φ

E∧ " !φ ∧ ψ"
" ψ

E∧

" φ
" !φ ∨ ψ" I∨ " ψ

" !φ ∨ ψ" I∨

" !¬φ"
" !φ ∨ ψ"
" ψ

E∨

φ "∗ φ
φ "∗ ψ
" !φ → ψ" I→

" φ
" !φ → ψ"

" ψ
E→

" !ψ → φ"
" !φ → ψ"
" !φ ↔ ψ" I↔ " !φ ↔ ψ"

" !φ → ψ" E↔ " !φ ↔ ψ"
" !ψ → φ" E

La r"gle d$introduction pour la n!gation & I', comme nous l$avons vu )  la p. ??, utilise + ,, une
abr!viation pour n$importe quelle phrase contradictoire.

Ces r"gles, avec quelques modi%cations, seront les r"gles de la d!duction naturelle.2

Ces r"gles, comme les r"gles d$inf!rence, sont sch!matiques : la r"gle & E', par exemple, nous dit
que nous pouvons prouver une phrase +

↔

¬ ⊥

¬
, ) partir de sa double n!gation +p ¬¬ , &et que nous pouvons

!galement prouver +
p

p ∧ , ) partir de +q ¬¬(p ∧ q ,, +) (p → q) ∨ , ) partir de +r ¬¬((p → q) ∨ r , etc'.

Il est important de noter que ces r"gles reviennent ) une sp!ci%cation syntaxique des connecteurs
propositionnels &puisqu$on n$a pas encore prouv! la validit! de ces r"gles'. Comment est(ce possible ?
Pour donner une /sp!ci%cation syntaxique$ de la signi%cation d$un connecteur, nous formulons des
r"gles qui permettent de manipuler des formules qui le contiennent. Nous d!terminons ainsi le com(
portement inf!rentiel de ce connecteur, en lui donnant une d$)nition  implicit# : quelle que soit la

)

2On fera une modi%cation pour la r"gle d$introduction de la n!gation : la r"gle I sera remplac!e par les r"gles de modus
tollens

¬
et de la r!duction ) l$absurde . Une modi%cation correspondante s$appliquera ) la r"gle d$!limination de la

disjonction
MT RAA

E.∨
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signi%cation de + ,, elle est telle qu$elle permet l$introduction de ce signe selon la r"gle I.3

Il existe di-!rentes fa1ons de fournir une d!%nition implicite des connecteurs propositionnels : par
un syst"me d$axiomes comme l$est le calcul

∧ ∧

, par des r"gles de construction d$arbres et !galement
par des r"gles d$!limination et d$introduction. Ces derni"res sont de loin les plus intuitives et c$est sur
elles que la m!thode de la d!duction naturelle est bas!e.

HC

6.3 Les r"gles de la d!duction naturelle

Nous avons d!j) montr! qu$il y a des th!or/mes du calcul axiomatique qui correspondent ) des r"gles
d$inf!rences de la d!duction naturelle : la r"gle d!riv!e de conversion , par exemple, correspond
au th!or"me +

CP
(p → q) → (¬q → ¬p , de) . Il s$agit d$un ph!nom"ne g!n!ral : normalement,

les calculs axiomatiques consistent en de nombreux axiomes et une seule r"gle d$inf!rence 0 modus
ponens & '. Les calculs de la d!duction naturelle 0 comme celui de la m!thode des arbres 0 n$ont pas
d$axiomes, mais de nombreuses r"gles d$inf!rences pour d!duire des th!or"mes ) partir des pr!misses.
Nous allons discuter maintenant de quelques r"gles d$inf!rences en d!tail. Prises ensemble, ces r"gles
nous permettent de d!montrer toute tautologie de la logique propositionnelle : elles forment un calcul
correct et complet par rapport ) la s!mantique donn!e de la logique propositionnelle.

La r"gle des suppositions

HC

MP

A n$importe quel stade de la preuve, nous avons le droit d$introduire une supposition, ) condition que
nous la marquions dans la deuxi"me colonne ) partir de la gauche :

n φ "∗ supposition

Modus ponens $modus ponendo ponens%

φ

La r"gle de modus ponens &abr!g!e /& '$ ou /&MP E'$' nous permet de passer d$une implication mat!(
rielle et de son ant!c!dent ) son cons!quent :

m

→

" !φ → ψ

.

.

.

.

.

.
n

"

"
.
.
.

.

.

.
o

φ

" de & ' et & ' par &ψ m n 'MP

3Une d!%nition explicite en revanche, consiste en des conditions n!cessaires et su*santes d$une paraphrase &cf. p. 66' : elle
permet de re(!crire tout contexte contenant la nouvelle expression d!%nie en n$utilisant que les expressions qui ont servi ) sa
d!%nition 0 le de%niens est universellement substituable pour le de%niendum.
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Modus tollens $modus tollendo tollens%

La r"gle de modus tollens &abr!g!e /& '$' nous permet de passer d$une implication mat!rielle et de la
n!gation de son cons!quent ) la n!gation de son ant!c!dent :

m

MT

" !φ → ψ

.

.

.

.

.

.
n

"

" !¬ψ

.

.

.

.

.

.
o

"

" !¬φ de &" ' et & ' par &m n '

La r"gle de modus tollens remplace la r"gle de conversion.Si on a prouv! +

MT

p → , et +q ¬ ,, la conversion
de la premi"re nous donne +

q
¬q → ¬ , et +p ¬ , s$ensuit par &p '. Avec & ', nous pouvons en d!duire

+
MP MT

¬ , sans aucune !tape interm!diaire.

Preuve conditionnelle

p

La r"gle de la preuve conditionnelle &abr!g!e /& I'$ ou /&→ '$' nous permet de transformer une sous(
preuve &une preuve gouvern!e par une supposition' en une preuve d$une implication mat!rielle ; elle
nous permet de d!duire une implication si et seulement s$il est possible de prouver par d$autres moyens
que le cons!quent de l$implication peut .tre d!riv! de son ant!c!dent.

m

PC

φ "∗ supposition

.

.

.

.

.

.
n

φ

φ "∗

.

.

.

.

.

.
o

ψ

" !φ → ψ de &" ' et & ' par &m n '

Dans la ligne &

PC

', nous d$chargeons la supposition par laquelle nous avons commenc! la sous(preuve
de & ' ) & ' et nous conditionalisons le r!sultat interm!diaire qui !tait gouvern! par la supposition .

L#introduction et l#!limination de la double n!gation

o φ
m n ψ φ

La r"gle de l$!limination de la double n!gation && E' ou &¬ '' est la suivante :

m

DN

" !¬¬φ

.

.

.

.

.

.
n

"

" de & ' par &φ m 'DN
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De la m.me mani"re, nous pouvons introduire une double n!gation &par exemple pour une application
!ventuelle de & '' :

m

MT

"
.
.
.

.

.

.
n

φ

" !¬¬φ de &" ' par &m '

La r!duction & l#absurde $reductio ad absurdum%

DN

La r"gle de la r!duction ) l$absurde && ' ou &RAA I'' nous permet de convertir une sous(preuve parti(
culi"re &qui part de la supposition que

¬
et qui en d!rive une contradiction' en une preuve quep ¬ :

m

p

φ "∗ supposition

.

.

.

.

.

.
n

φ

φ "∗

.

.

.

.

.

.
o

ψ

φ "∗ !¬ψ

.

.

.

.

.

.
p

"

" !¬φ de &" ', & ' et & ' par &m n o '

Sous la supposition

RAA

&ligne ', nous avons d!montr! &ligne ' etφ m ψ n !¬ψ &ligne" '. Or eto ψ !¬ψ
ne peuvent pas .tre vraies ensemble. Nous pouvons donc conclure que la supposition initiale

"
!tait

fausse et !crire
φ

!¬φ ) la ligne" . Nous avons /r!duit ) l$absurde$ la supposition et donc prouv! sa
n!gation.

D$apr"s cette r"gle, si votre interlocuteur pose une hypoth"se &+ ,' dont on peut prouver qu$elle nous
m"ne ) une contradiction &+

p φ

p
q ∧ ¬ ,', alors cette hypoth"se doit .tre rejet!e et sa n!gation +q ¬ , peut

.tre a*rm!e.4
p

4Ce contraste entre la permissio( d$a*rmer une cons!quence logique de ce qu$on a a*rm! auparavant et l$interdictio( d$en
a*rmer la n!gation a d!j) !t! constat! ) la p. ??.
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L#introduction et l#!limination de la conjonction

La r"gle d$introduction de la conjonction & I' nous permet d$inf!rer +∧ p ∧ , si on a d!j) prouv! que
et que :

m

q p
q

"
.
.
.

.

.

.
n

φ

"
.
.
.

.

.

.
o

ψ

" !φ ∧ ψ de &" ' et & ' par &m n I'

L$!limination de la conjonction se fait en inf!rant un des conjoints de la phrase conjonctive :

m

∧

" !φ ∧ ψ

.

.

.

.

.

.
n

"

" de & ' par &φ m E'

m

∧

" !φ ∧ ψ

.

.

.

.

.

.
n

"

" de & ' par &ψ m E'

L#introduction et l#!limination de la disjonction

∧

Les r"gles d$introduction de la disjonction sont /duales$ aux r"gles d$!limination de la conjonction :5

m "
.
.
.

.

.

.
n

φ

" !φ ∨ ψ de &" ' par &m I'

m

∨

"
.
.
.

.

.

.
n

ψ

" !φ ∨ ψ de &" ' par &m I'

Si Louis XVI a !t! guillotin!, alors soit il a !t! guillotin!, soit il a !t! pendu. Cette phrase est vraie,
m.me si l$on sait tr"s bien qu$il n$a pas !t! pendu.

∨

5Nous appelons +duale, la transformation d$une conjonction en une disjonction ni!e ou d$une disjonction en une conjonction
ni!e, suivant les lois de Morgan.
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L$!limination de la disjonction est un peu plus complexe et pr!suppose la r"gle des suppositions.
Consid!rons le sch!ma de preuve suivant :

m " !φ ∨ ψ

.

.

.

.

.

.
n

"

φ "∗ supposition

.

.

.

.

.

.
o

φ

φ "∗

.

.

.

.

.

.
p

χ

ψ "∗ supposition

.

.

.

.

.

.
q

ψ

ψ "∗

.

.

.

.

.

.
r

χ

" de & ', & ', & ', & ' et & ' par &χ m n o p q E'

L$id!e qui motive cette r"gle d$inf!rence est la suivante : si une disjonction +

∨

p∨ , a !t! !tablie, et qu$on
montre que de + , il s$ensuit + ,, et que de + , il s$ensuit !galement + , ; alors, de la disjonction +

q
p r q r p∨ ,,

il s$ensuit que . Si nous avons, ) la ligne m, prouv! la disjonction, on a prouv! que . Ce qui s$ensuit
) la fois des deux disjoints s$ensuit de la disjonction m.me. Nous pouvons donner une interpr!tation
graphique de &

q
r r

E' comme suit :∨

!φ ∨ ψ"

φ ψ

!
!
!!

"
"

""

!
!
!!

"
"

""

Si je veux rejoindre mon ami et je sais qu$il est soit ) l$universit!, soit en ville, mais si je sais !galement
que s$il est ) l$universit!, il sera ) la f.te de Maurice et aussi que s$il est en ville, il sera !galement ) la
f.te de Maurice, alors je sais qu$il sera ) la f.te de Maurice 0 mon ignorance concernant la question
lequel des disjoints rend vraie la disjonction est /annul!e$ par mon savoir que dans les deux cas, il sera
) la f.te.

ξ
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L#introduction et l#!limination de l#!quivalence mat!rielle

Puisque l$!quivalence mat!rielle est simplement l$implication mat!rielle /r!ciproque$, on a comme
r"gle d$introduction :

m " !φ → ψ

.

.

.

.

.

.
n

"

" !ψ → φ

.

.

.

.

.

.
o

"

" !φ ↔ ψ de &" ' et & ' par &m n I'

Les r"gles d$!limination nous montrent que l$!quivalence est simplement la conjonction des deux
implications mat!rielles :

m

↔

" !φ ↔ ψ

.

.

.

.

.

.
n

"

" !φ → ψ de &" ' par &m E'

m

↔

" !φ ↔ ψ

.

.

.

.

.

.
n

"

" !ψ → φ de &" ' par &m E'↔

6.4 Les preuves par d!duction naturelle

Mis ) part l$usage des suppositions, une deuxi"me caract!ristique de la m!thode de la d!duction natu(
relle est qu$elle nous permet d$incorporer des pr$misses. Dans un calcul axiomatique, il faut distinguer
ce qui est d!rivable tout court &les th!or"mes' de ce qui est d!rivable d$une th!orie. Les th!ories, dans
les calculs axiomatiques, jouent un r2le comparable ) celui des pr!misses dans la d!duction naturelle.
On marquera les pr!misses dans la deuxi"me colonne ) gauche, avec les suppositions. Contrairement
aux suppositions il ne faut pas les supprimer pour obtenir une preuve : la preuve elle(m.me sera /condi(
tionnelle$ : on montrera qu$une certaine phrase &la conclusion' peut  *tre  d$riv$e  %  partir  d# certaines
autres &les pr!misses'. Toutes nos r"gles sauf et pr!supposent que l$on ait d!j) d!montr! une
ou plusieurs phrases et nous servent donc ) !tablir des phrases ) partir de certaines pr!misses.

L$usage des pr!misses nous permet d$!viter des substitutions. Pour montrer, par exemple, la commu(
tativit! de la conjonction, une simple preuve de quatre lignes nous su*t :

1

PC RAA

p ∧ q " p ∧ pr!misse
2

q
p ∧ q " de &1' par &p E'

3
∧

p ∧ q " de &1' par &q E'
4

∧
p ∧ q " q ∧ de &2' et &3' par &p I'∧
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On remarque, cependant, que m.mes les pr!misses doivent .tre introduites dans la preuve.

et nous permettent de d!montrer des tautologies, c$est()(dire des phrases dont les preuves ne
n!cessitent pas de pr!misses. Pour d!montrer +
PC RAA

" p → ,, par exemple, nous proc!dons comme suit :

1

p

p "∗ supposition
2

p
p "∗ de &1'

3
p

" p → de &1' et &2' par &p '

Dans la colonne de gauche, on !num"re les lignes ; dans la deuxi"me, on met des pr!misses &qu$il n$y a
pas dans cet exemple' et des suppositions ; dans la troisi"me, soit +

PC

" , &si on est en train de d!montrer
une phrase sous une supposition', soit +

∗

, &si on n$a pas fait de supposition ou !limin! toutes celles
que l$on a faites' ; dans la quatri"me colonne, la phrase principale ; dans la cinqui"me, la mani"re dont
on est arriv! ) la phrase principale : s$il s$agit d$une pr!misse, d$une supposition ou de la conclusion
d$une r"gle d$inf!rence.

Si on a des pr!misses, on commence par les incorporer dans la preuve. Supposons que nous voulions
prouver +

"

p → , ) partir des deux phrases +r p → , et +q q → ,. Nous commen1ons avec l$!nonciation
de ces pr!misses comme suit :

1

r

p → q, q → r " p → pr!misse
2

q
p → q, q → r " q → pr!misse

Cette r"gle correspond au fait que l$on a, dans un calcul axiomatique,

r

HC∪Th " pour toute formuleφ
φ ∈ &cf. def.Th 9 ) la p. 79. Puisque que nous cherchons ) !tablir une conclusion conditionnelle &)
savoir +p → ,', nous supposons son ant!c!dent :

1

r

p → q, q → r " p → pr!misse
2

q
p → q, q → r " q → pr!misse

3
r

p → q, q → r, p "∗ supposition

Cette supposition nous permet d$appliquer &

p

' : nous obtenons ainsi +MP , 0 ce qui, avec la deuxi"me
pr!misse, nous permet la d!rivation de + , :

1

q
r

p → q, q → r " p → pr!misse
2

q
p → q, q → r " q → pr!misse

3
r

p → q, q → r, p "∗ supposition
4

p
p → q, q → r, p "∗ de &1' et &3' par &q '

5
MP

p → q, q → r, p "∗ de &2' et &4' par &r '

En appliquant de la r"gle de la preuve conditionnelle, nous avons !tabli notre conclusion sous aucune
supposition ) partir des deux pr!misses originales :

1

MP

p → q, q → r " p → pr!misse
2

q
p → q, q → r " q → pr!misse

3
r

p → q, q → r, p "∗ supposition
4

p
p → q, q → r, p "∗ de &1' et &3' par &q '

5
MP

p → q, q → r, p "∗ de &2' et &4' par &r '
6

MP
p → q, q → r " p → de &3' et &5' avec &r '

La derni"re ligne nous assure maintenant que l$on peut prouver +

PC

p → , des deux pr!misses +r p → ,
et +

q
q → ,.r
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Examinons une preuve qui utilise la r"gle de la r!duction ) l$absurde et essayons de d!duire +¬(p∧ q ,
) partir de +

)
p → ¬ ,. Nous commen1ons par l$!nonciation de la pr!misse et supposons la n!gation de

la conclusion d!sir!e :

1

q

p → ¬q " p → ¬ pr!misse
2

q
p → ¬q, p ∧ q "∗ p ∧ supposition

Sous cette supposition, nous cherchons ) d!duire une contradiction : &

q

' nous permettra alors de
conclure que la supposition est fausse et que par cons!quent sa n!gation est vraie :

1

RAA

p → ¬q " p → ¬ pr!misse
2

q
p → ¬q, p ∧ q "∗ p ∧ supposition

3
q

p → ¬q, p ∧ q "∗ de &2' par &p E'
4

∧
p → ¬q, p ∧ q "∗ ¬ de &1' et &3' par &q '

5
MP

p → ¬q, p ∧ q "∗ de &2' par &q E'
6

∧
p → ¬q " ¬(p ∧ q de &2', &4' et &5' par &) '

Il est souvent crucial de bien se servir de la r"gle des suppositions : elle nous permet de /sortir$
l$information que contiennent les pr!misses. Pour pouvoir utiliser, par exemple, +

RAA

q → , dans une
preuve qui a +

r
p → (q → r , comme pr!misse, on suppose +) ,. Le choix des r"gles est non seulement

motiv! par les pr!misses qui sont ) notre disposition, mais !galement par la conclusion d!sir!e : si
la conclusion d!sir!e a par exemple la forme d$une implication, on se servira de la r"gle de la preuve
conditionnelle &

p

'. Dans le cas o# la conclusion est une phrase simple ou une n!gation, on utilisera
la r!duction ) l$absurde & '.

La r"gle de supposition nous permet de /conditionaliser$ n$importe quelle ligne de notre preuve : si
on a prouv! que

PC
RAA

, par exemple, il su*t de supposer + , pour d!river +q p p → , par la r"gle &q '. Il est
donc aussi possible d$utiliser la m.me phrase plusieurs fois, par exemple pour prouver +

PC
p → (p → q ,

) partir de +
)

, :

1

q

q " pr!misse
2

q
q, p "∗ supposition

3
p

q " p → de &1' et &2' par &q '
5

PC
q " p → (p → q de &3' et &2' par &) '

La r"gle d$!limination d$une disjonction &

PC

E' semble un peu compliqu!e, mais correspond ) un prin(
cipe de raisonnement naturel.A partir d$une pr!misse disjonctive, on peut d!montrer n$importe quelle
phrase dont la v!rit! ne d!pend pas de notre choix du disjoint : m.me si nous ignorons quel disjoint
est vrai, nous pouvons dans tous les cas .tre certain d$une phrase qui s$ensuit des deux. Si je sais que
Marie fait sa f.te aujourd$hui ou demain, mais que, de toute fa1on, je ne serai pas invit!, alors je sais
que je ne serai pas invit!. Si vous .tes d$accord que soit il pleut, soit il fait beau et que, s$il pleut, nous
n$allons pas faire de sport aujourd$hui et que, s$il fait beau, il fait trop chaud et donc nous n$allons
pas faire de sport aujourd$hui, alors on est d$accord que nous ne ferons pas de sport aujourd$hui. En

∨
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utilisant la r"gle & E', nous d!montrons la commutativit! de la disjonction comme suit :

1

∨

p ∨ q " p ∨ pr!misse
2

q
p ∨ q, p "∗ supposition

3
p

p ∨ q, p "∗ q ∨ de &2' par &p I'
4

∨
p ∨ q, q "∗ supposition

5
q

p ∨ q, q "∗ q ∨ de &4' par &p I'
6

∨
p ∨ q " q ∨ de &1,2,3,4,5' par &p E'

Ce dernier exemple nous montre comment nous servir de la r"gle &

∨

' pour !tablir une conclusion
positive :

1

RAA

¬(¬p ∧ ¬q) " ¬(¬p ∧ ¬q pr!misse
2

)
¬(¬p ∧ ¬q),¬(p ∨ q) "∗ ¬(p ∨ q supposition

3
)

¬(¬p ∧ ¬q),¬(p ∨ q), p "∗ supposition
4

p
¬(¬p ∧ ¬q),¬(p ∨ q), p "∗ p ∨ de &3' par &q I'

5
∨

¬(¬p ∧ ¬q),¬(p ∨ q), p "∗ ¬(p ∨ q de &2'
6

)
¬(¬p ∧ ¬q),¬(p ∨ q) "∗ ¬ de &3', &4' et &5' par &p '

7
RAA

¬(¬p ∧ ¬q),¬(p ∨ q), q "∗ supposition
8

q
¬(¬p ∧ ¬q),¬(p ∨ q), q "∗ p ∨ de &6' par &q I'

9
∨

¬(¬p ∧ ¬q),¬(p ∨ q), q "∗ ¬(p ∨ q de &2'
10

)
¬(¬p ∧ ¬q),¬(p ∨ q) "∗ ¬ de &7', &8' et &9' par &q '

11
RAA

¬(¬p ∧ ¬q),¬(p ∨ q) "∗ ¬p ∧ ¬ de &5' et &8' par &q I'
12

∧
¬(¬p ∧ ¬q),¬(p ∨ q) "∗ ¬(¬p ∧ ¬q de &1'

13
)

¬(¬p ∧ ¬q) " ¬¬(p ∨ q de &2', &11' et &12' par &) '
14

RAA
¬(¬p ∧ ¬q) " p ∨ de &13' par &q '

Nous r!p!tons la ligne &2' aux lignes &5' et &9' et la ligne &1' ) la ligne &12' pour permettre des applications
de & ' ) des lignes qui partagent leurs supposition : ceci est permis parce que ce qui est prouv!
sans supposition reste prouv! m.me si nous ajoutons d$autres suppositions. La double application de
& ' aux disjonctions introduits aux lignes &4' et &11' nous permet de d!duire une contradiction )
la supposition de la n!gation de la conclusion voulue. Nous omettrons cette complication dans les
preuves qui suivent.

DN

RAA

RAA

6.5 Une heuristique pour la d!duction naturelle

La d!duction naturelle est une m!thode beaucoup moins /m!canique$ que la m!thode des arbres ;
elle est, cependant, plus intuitive que le calcul axiomatique . Surtout avec des r"gles d!riv!es, elle
correspond assez bien ) notre mani"re /naturelle$ de raisonner, Il est peut(.tre utile, cependant, de
mentionner quelques conseils pratiques.6

Essayez de /faire sortir$ le contenu de ce que vous avez d!j) d!montr!. Si vous avez des pr!misses ou
des phrases d!j) d!montr!es de la forme

HC

!φ ∧ ψ , utilisez &" E'. Si vous avez des pr!misses ou des
phrases d!j) d!montr!es de la forme

∧
!φ∨ψ , essayez de prouver la conclusion ) partir de" et ) partir

de et utilisez &
φ

ψ E'. S$il y a une pr!misse ou une phrases d!j) d!montr!e de la forme∨ !¬(φ ∨ ψ) ,
essayez de prouver

"
ou de prouver et utilisez &φ ψ I' pour obtenir une contradiction.

Essayez de /simpli%er$ le plus possible. S$il y a deux pr!misses ou des phrases d!j) d!montr!es de la

∨

6 Je suis ici d$assez pr"s Lepage &2001: 149'.
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forme φ, !φ → ψ , utilisez &" '. S$il y a deux pr!misses ou des phrases d!j) d!montr!es de la formeMP
!¬ψ", !φ → ψ , utilisez &" '.

Laissez(vous guider par la forme de la conclusion envisag!e. Si elle a la forme d$une implication

MT

!φ →
ψ , supposez que" , prouvez que et utilisez &φ ψ '. Si elle a la formePC !φ ∧ ψ , prouvez que" , prouvez
que et utilisez &

φ
ψ I'.

Utilisez &

∧

' pour obtenir des conclusion n!gatives ou atomiques. Si la formeRAA !¬φ , supposez que"
, prouvez, sous cette supposition, que et queφ ψ !¬ψ et utilisez &" '. Si vous voulez prouver +RAA ,,

supposez +
p

¬ ,, prouvez, sous cette supposition, que et quep ψ !¬ψ et utilisez &" '.

Attention avec les disjonctions ! Si la conclusion a la forme

RAA

!φ ∨ ψ , il y a trois possibilit!s :"
&i' essayez de prouver ,φ
&ii' essayez de prouver ouψ
&iii' essayez de r!duire !¬(φ ∨ ψ) ) l$absurde.

La m!thode de la d!duction naturelle consiste essentiellement en les douze r"gles suivantes :

"

supposition : je peux supposer ce que je veux &si j$en tiens compte par la suite'
: si j$ai d!j) +MP p → , et aussi + ,, je peux !crire + ,.q p q
: si j$ai d!j) +MT p → , et aussi +q ¬ ,, je peux !crire +q ¬ ,.p

: si j$ai suppos! +PC , et montr! ensuite+ ,, je peux !crire +p q p → ,.q
: si j$ai d!j) +DN ¬¬ ,, je peux !crire + , ; si j$ai d!j) + ,, je peux !crire +p p p ¬¬ ,.p

: si j$ai suppos! +RAA , et montr! qu$il s$ensuit + , et aussi +p q ¬ ,, je peux !crire +q ¬ ,.p
I : si j$ai d!j) +∧ , et + ,, je peux !crire +p q p ∧ ,.q
E : si j$ai d!j) +∧ p ∧ ,, je peux !crire + , et aussi !crire + ,.q p q
I : si j$ai d!j) +∨ ,, je peux !crire +p p ∨ , ; si j$ai d!j) + ,, je peux !crire +q q p ∨ ,.q
E : si j$ai montr! +∨ p ∨ , et que + , s$ensuit de + , et que + , s$ensuit de + ,, je peux !crire + ,.q r p r q r

I : si j$ai d!j) +↔ p → , et +q q → ,, je peux !crire +p p ↔ ,.q
E : si j$ai d!j) +↔ p ↔ ,, je peux !crire +q p → , et aussi !crire +q q → ,.

Ces r"gles nous disent comment nous pouvons manipuler des s!quences de symboles de la forme
+

p

φ " ,, en composant une preuve d$un certain th!or"me &+ψ " ,' ou d$une phrase ) partir de quelques
pr!misses &+

χ
ζ " ,'. Il est important de noter que ces r"gles nous donnent que des permissions. Elles

ne nous obligent ) rien. La seule /obligation$ dont on peut parler en logique est celle d$!viter des erreurs
dans l$application des r"gles donn!es. Les r"gles elles(m.mes nous donnent la permission de passer de
certaines phrases ) certaines autres.

C$est en ce sens(l) que la logique ne s$occupe pas de v!rit!s, mais de connexions, surtout de connexions
inf!rentielles, entre des phrases. Elle ne se pr!occupe pas de savoir comment est le monde, mais
cherche ) d!terminer comment il peut ou doit .tre ) partir d$autres phrase dont la v!rit! est consi(
d!r!e comme acquise. Par cons!quent, l$usage des suppositions n$est pas seulement important pour la
d!duction naturelle, mais il est essentiel ) la nature(m.me de la logique.

χ

6.6 Une notation en termes de d!ductibilit!

Nous verrons ) p. 126 du chapitre 7 que nous pouvons prouver ) partir de &ψ φ φ " ' si et seulement
si nous pouvons prouver l$implication de par :

ψ
ψ φ " !φ → ψ .

M.me en pr!sence d$un tel /th!or"me de d!duction$, il est important de distinguer les conclusions

"
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conditionnelles des th!or"mes. Une conclusion conditionnelle a la forme suivante :

&2' φ1,φ2, . . . ,φn "

La conclusion est /conditionnelle$ parce qu$elle d!pend des pr!misses

ψ

ψ φ1,φ2, . . . ,φ . Nous appelle(
rons toute expression de la forme &

n

2' un !s$quent". Un s!quent est un sch!ma d$une inf!rence ; &2' dit
qu$) partir des pr!misses φ1,φ2, . . . φ , on peut d!duiren . Un th!or"me, cependant, est un s!quent
qui manque de pr!misses :

ψ

&3' "

&

ψ

3' dit que peut .tre prouv! sans aucune pr!misse et que, par cons!quent, est un th!or"me. Ce
sont des th!or"mes qui, en premier lieu, sont appel!s +&logiquement' vrais, ou +&logiquement' faux,
et les s!quents qui sont proprement dits +valides, ou +invalides,. Notre test s!mantique de validit!
correspond donc maintenant ) un test syntaxique de d!ductibilit!. Nous avons dit qu$un argument
de la forme + ; ; ; donc , est valide si et seulement si l$implication mat!rielle correspondante
+

ψ ψ

p q r s
(p ∧ q ∧ r) → , est une tautologie.3tant donn! le th!or"me de d!duction, ceci revient ) dire qu$un

s!quent +
s

φ " , peut .tre prouv! si et seulement si l$implication correspondante est un th!or"me :ψ
" !φ → ψ ."

6.7 Les r"gles d!riv!es

Un avantage majeur de la m!thode de la d!duction naturelle est l$usage des r"gles d!riv!es. Examinons
un exemple :

Au lieu de & E', nous aurions aussi pu choisir le syllogisme disjonctif &∨ ' pour !liminer la disjonction
+

SD
, d$une formule :

m

∨

" !φ ∨ ψ

.

.

.

.

.

.
n

"

" !¬φ

.

.

.

.

.

.
o

"

" de & ' et & ' par &ψ m n '

m

SD

" !φ ∨ ψ

.

.

.

.

.

.
n

"

" !¬ψ

.

.

.

.

.

.
o

"

" de & ' et & ' par &φ m n '

Le syllogisme disjonctif correspond ) un cas sp!cial de la r"gle &

SD

E'. Voici comment nous d!duisons∨
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un cas particulier du syllogisme disjonctif, ) savoir +¬p, p ∨ q " ,.

1

q

¬p, p ∨ q " ¬ pr!misse
2

p
¬p, p ∨ q " p ∨ pr!misse

3
q

¬p, p ∨ q, p "∗ supposition
4

p
¬p, p ∨ q, p "∗ ¬p ∨ de &1' par &q I'

5
∨

¬p, p ∨ q, p, p ∧ ¬q "∗ p ∧ ¬ supposition
6

q
¬p, p ∨ q, p, p ∧ ¬q,¬p "∗ ¬ supposition

7
p

¬p, p ∨ q, p,¬p "∗ ¬(p ∧ ¬q de &5', &3' et &6' par &) '
8

RAA
¬p, p ∨ q, p, p ∧ ¬q, q "∗ supposition

9
q

¬p, p ∨ q, p, p ∧ ¬q, q "∗ ¬ de &5' par &q E'
10

∧
¬p, p ∨ q, p, q "∗ ¬(p ∧ ¬q de &5', &8' et &9' par &) '

11
RAA

¬p, p ∨ q, p "∗ ¬(p ∧ ¬q de &4, 6, 7, 8, 10' par &) E'
12

∨
¬p, p ∨ q, p, p "∗ supposition

13
p

¬p, p ∨ q, p, p,¬q "∗ ¬ supposition
14

q
¬p, p ∨ q, p, p,¬q "∗ p ∧ ¬ de &12' et &13' par &q I'

15
∧

¬p, p ∨ q, p, p "∗ ¬¬ de &13', &14' et &11' par &q '
16

RAA
¬p, p ∨ q, p, p "∗ de &15' par &q '

17
DN

¬p, p ∨ q, p "∗ p → de &12' et &16' par &q '
18

PC
¬p, p ∨ q, p "∗ de &3' et &17' par &q '

19
MP

¬p, p ∨ q, q "∗ supposition
20

q
¬p, p ∨ q " de &2, 3, 18, 19, 19' par &q E'

On remarquera que les preuves par la d!duction naturelle ne sont pas forc!ment simples.3tant donn!
cet e-ort, il serait l!gitime d$esp!rer pouvoir r!utiliser un r!sultat prouv!, c$est()(dire avoir ) notre
disposition la r"gle d!riv!e du syllogisme disjonctif en toute g!n!ralit!. Nous prouverons un m!ta(
th!or"me qui nous donne le droit de proc!der ainsi.

Avant cela, il est n!cessaire de d!%nir ce qu$est une instance de substitution :

∨

D!'nition 22 &Instance de substitution'. Si est  une  formule  bien  form$e  d#φ ,L φ est  une  instanc#
de  substitution  d#

′

si  et  seulement  siφ φ est  le  r$sultat  d &une  substitution  uniforme  d &une  ou  de  plusieurs
phrases dans

′

par d &autres phrases.Un  s$quent  !φ φ′ " ψ "  est  une  instance  de  substitution  d &un  autre  s$quen+
!

′

φ " "  si et seulement siψ φ e+′ ψ r$sultent  d#′ e+ par  une  substitution  uniforme  d &une  ou  de  plusieurs
phrases dans ou dans par d &autres phrases.

Une substitution uniforme d$une expression dans une autre est le remplacement de l$une par l$autre
% toutes ses occurrences : si nous nous d!cidons de remplacer +

φ ψ
φ ψ

¬ , par + ,, par exemple, nous devons
remplacer l$un par l$autre % tous les endroits o# le premier se trouve.

Parmi les instances de substitution de +

p q

p ∨ ¬ ,, par exemple, on trouve les suivants :p

1. +q ∨ ¬ ,,q
2. +(q → r) ∨ ¬(q → r ,,)
3. +(p ∧ ¬p) ∨ ¬(p ∧ ¬p , etc.

+

)

(r∨s) → (p∨¬(¬(r∨s)∧p , est une instance de substitution de +)) p → (q∨¬(¬p∧q , &substituant
+

))
(r∨s , ) +) , et + , ) + ,' et +p p q p → (q∧r → ¬s), p,¬¬s " ¬(q∧r , est une instance de substitution de
+

)
p → (q → r), p,¬r " ¬ , &substituant +q (q ∧ r , ) +) , et +q ¬ , ) + ,', m.me si +s r ¬s → q ∨ ¬(s ∧ q , ne

l$est pas &puisque +
)

¬ , remplace + , et + , remplace +s p s ¬ , et la substitution n$est donc pas uniforme'.

Voici le m!ta(th!or"me qui nous donne droit aux r"gles d$inf!rence d!riv!es :

p

Th!or"me 23 &Substituabilit!'. Si est  un  th$or,me  de  la  d$duction  nature'e, toute  instance  de  sub-φ
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stitution  d# peut  *tre  prouv$e. Siφ !φ " ψ est  un  s$quent  prouv$, toute  instance  de  substitution  d#"
!φ " ψ peut  *tre  prouv$e.

P45675 Il est !vident que les r"gles d$inf!rence appliqu!es ne concernent que cette partie de la struc(
ture de

"

et de qui reste invariables sous la substitution. La preuve originale du th!or"me ou du
s!quent peut, par cons!quent, .tre transform!e en une preuve de son instance de substitution.

φ ψ

Gr8ce ) ce th!or"me, nous pouvons d!sormais utiliser la r"gle du syllogisme disjonctif comme r"gle
d!riv!e : Chaque fois que nous avons

m

!

p ∨ q,¬p "

ou une instance de substitution de ce s!quent, nous pouvons !crire pour la ligne suivante :

n

r

p ∨ q,¬p " de &m' par &q '

La m.me chose vaut pour la conversion : comme suite de

o

SD

p → q "

ou d$une instance de substitution de ce s!quent, nous pouvons !crire :

p

r

p → q " ¬q → ¬ de &p' par &p '

puisque +

CP

p → q " ¬q → ¬ , peut .tre prouv!.

Une autre r"gle d!riv!e utile est l$application des lois de Morgan, dont nous prouvons un cas particulier
comme suit :

1

p

¬(p ∧ q) " ¬(p ∧ q pr!misse
2

)
¬(p ∧ q),¬(¬p ∨ ¬q) "∗ ¬(¬p ∨ ¬q supposition

3
)

¬(p ∧ q),¬(¬p ∨ ¬q),¬p "∗ ¬ supposition
4

p
¬(p ∧ q),¬(¬p ∨ ¬q).¬p "∗ ¬p ∨ ¬ de &3' par &q I'

5
∨

¬(p ∧ q),¬(¬p ∨ ¬q) "∗ ¬¬ de &3', &2' et &4' par &p '
6

RAA
¬(p ∧ q),¬(¬p ∨ ¬q) "∗ de &5' par &p '

7
DN

¬(p ∧ q),¬(¬p ∨ ¬q),¬q "∗ ¬ supposition
8

q
¬(p ∧ q),¬(¬p ∨ ¬q).¬q "∗ ¬p ∨ ¬ de &7' par &q I'

9
∨

¬(p ∧ q),¬(¬p ∨ ¬q) "∗ ¬¬ de &7', &2' et &8' par &q '
10

RAA
¬(p ∧ q),¬(¬p ∨ ¬q) "∗ de &9' par &q '

11
DN

¬(p ∧ q),¬(¬p ∨ ¬q) "∗ p ∧ de &6' et &10' par &q I'
12

∧
¬(p ∧ q) " ¬¬(¬p ∨ ¬q de &2', &1' et &11' par &) '

13
RAA

¬(p ∧ q) " ¬p ∨ ¬ de &12' par &q '

Nous avons donc prouv! le s!quent +

DN

¬(p ∧ q) " ¬p ∨ ¬ ,. Pour prouver le s!quent converse, nousq
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proc!dons comme suit :

1 ¬p ∨ ¬q " ¬p ∨ ¬ pr!misse
2

q
¬p ∨ ¬q,¬p " ¬ supposition

3
p

¬p ∨ ¬q,¬p, p ∧ q " p ∧ supposition
4

q
¬p ∨ ¬q,¬p, p ∧ q " de &3' par &p E'

5
∧

¬p ∨ ¬q,¬p " ¬(p ∧ q de &3', &2' et &4' par &) '
6

RAA
¬p ∨ ¬q,¬q " ¬ supposition

7
q

¬p ∨ ¬q,¬q, p ∧ q " p ∧ supposition
8

q
¬p ∨ ¬q,¬q, p ∧ q " de &7' par &q E'

9
∧

¬p ∨ ¬q,¬q " ¬(p ∧ q de &7', &6' et &8' par &) '
10

RAA
¬p ∨ ¬q " ¬(p ∧ q de &1, 2, 5, 6, 9' par &) E'

Nous avons d!montr! l$interd!ductibilit! des deux phrases, c$est()(dire !tabli que +

∨

¬(p ∧ q) ) "
¬p ∨ ¬ , ce qui nous donne le droit d$utiliser cette loi de Morgan dans de futures preuves.

Il est ) noter que l$application des r"gles d!riv!es pr!suppose la preuve des s!quents ou th!or"mes
correspondants.

Les douze r"gles donn!es n$!taient pas toutes ind!pendantes les unes des autres : voici comment nous
d!rivons la r"gle

q

de et :

1

MT MP RAA

p → q,¬q " p → pr!misse
2

q
p → q,¬q " ¬ pr!misse

3
q

p → q,¬q, p "∗ supposition
4

p
p → q,¬q, p "∗ de &1' et &3' par &q '

5
MP

p → q,¬q " ¬ de &3', &2' et &4' avec &p '

Une axiomatisation utilisant les onze autres r"gles sauf serait donc !galement correcte et compl"te.

Points & retenir

RAA

MT

1. La caract!ristique de la m!thode de la d!duction naturelle est l$usage des suppositions. La r"gle
des suppositions nous permet d$introduire n$importe quelle supposition ) n$importe quelle !tape
de la preuve ; les r"gles , etPC RAA E nous permettent de nous en d!charger.∨

2. Les r"gles de la d!duction naturelle sont des r"gles d$introduction et d$!limination des connec(
teurs propositionnels.

3. La m!thode de la d!duction naturelle consiste en les r"gles suivantes :
supposition : je peux supposer toute phrase &si j$en tiens compte ensuite'

: si j$ai d!j)MP !φ → ψ et aussi" , je peux !crire .φ ψ
: si j$ai d!j)MT !φ → ψ et aussi" !¬ψ , je peux !crire" !¬φ ."

: si j$ai suppos!PC et montr! ensuite , je peux !crireφ ψ !φ → ψ ."
: si j$ai d!j)DN !¬¬φ , je peux !crire" ; si j$ai d!j) , je peux !crireφ φ !¬¬φ ."

: si j$ai suppos!RAA et montr! qu$il s$ensuit et aussiφ ψ !¬ψ , je peux !crire" !¬φ ."
I : si j$ai d!j)∧ et , je peux !crireφ ψ !φ ∧ ψ ."
E : si j$ai d!j)∧ !φ ∧ ψ , je peux !crire" et aussi !crire .φ ψ
I : si j$ai d!j)∨ , je peux !crireφ !φ ∨ ψ ; si j$ai d!j)" , je peux !crireψ !φ ∨ ψ ."
E : si j$ai montr!∨ !φ ∨ ψ et que" s$ensuit de et !galement de , je peux !crire .χ φ ψ χ

I : si j$ai d!j)↔ !φ → ψ et" !ψ → φ , je peux !crire" !φ ↔ ψ ."
E : si j$ai d!j)↔ !φ ↔ ψ , je peux !crire" !φ → ψ et aussi !crire" !ψ → φ ."
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4. L$application de ces r"gles nous permet d$!crire des preuves des th!or"mes &+" ,' et des s!quents
&+

φ
φ " ,'.ψ

5. Pour avoir prouv! un th!or"me ou un s!quent, il faut avoir d!charg! toute supposition.
6. Pour !tablir une conclusion implicative, il convient d$utiliser .PC
7. Pour !tablir une conclusion n!gative ou une conclusion simple, il convient d$utiliser .RAA
8. Le th!or"me de d!duction nous assure de la validit! de la r"gle de la preuve conditionnelle.
9. La m!thode de la d!duction naturelle nous permet d$utiliser des r"gles d!riv!es.

10. La d!duction naturelle est une m!thode syntaxique qui est correcte et compl"te : tout s!quent
d!ductible correspond ) une relation de cons!quence s!mantique et toute cons!quence s!man(
tique peut .tre d!duite comme s!quent.


