
Chapitre 7

Propri!t!s m!talogiques de la
logique propositionnelle

7.1 Les propri!t!s m!talogiques

Dans la le!on 5 "p. 87#, nous avons introduit une s$mantique formelle pour le langage de la logique
propositionnelle et d$%ni la relation de cons$quence s$mantique =. &| φ =| ' est vrai si et seulement si
toute interpr$tation qui rend vrai & ' rend $galement vrai & '. Dans les le!ons

ψ
φ ψ 4, 5 et 6, nous avons

introduit trois m$thodes syntaxiques permettant de prouver des th$or(mes : un calcul axiomatique,
la m$thode des arbres et la m$thode de la d$duction naturelle. Ces trois m$thodes d$%nissent trois
relations syntaxiques de d$ductibilit$ .

La cons$quence s$mantique = est une relation s$mantique $tudi$e dans la th$orie des mod(les. La
d$ductibilit$ syntaxique , quant ) elle, est une relation syntaxique et fait partie du domaine de la
th$orie de la preuve. La th$orie des mod(les d$%nit la notion de validit$, la th$orie de la preuve celle
de la d$ductibilit$ ou de la d$montrabilit$. Il existe di*$rentes mani(res d+$tablir des relations entre
la syntaxe et la s$mantique d+un syst(me logique. Un calcul syntaxique peut ,tre appel$ :

!

|
!

- "correct# si tous ses th$or(mes sont des tautologies "cf. 90#.
- "complet# s+il permet la d$duction de toutes les tautologies "cf. 90#.
- "ad!quat# s+il est ) la fois correct et complet.
- "consistant# s+il ne permet pas la d$duction d+une contradiction "cf. p. 92#.

La derni(re propri$t$ est la moins exigeante : qu+une m$thode syntaxique soit consistant! revient ) dire
qu+elle ne permet pas la d$duction d+une phrase et de sa n$gation.Puisqu+une contradiction n+est jamais
une tautologie, tout calcul correct est consistant. Dans la logique classique, un calcul inconsistant est
d$nu$ d+int$r,t : si une seule contradiction est un th$or(me, toute formule propositionnelle peut en
,tre d$duite en cons$quence "puisqu+une inf$rence ayant une pr$misse contradictoire est toujours
valide# - par cons$quent, le calcul ne fera plus de distinction entre th$or(mes et non.th$or(mes et
permettra la d$duction de n+importe quelle phrase.

Nous d$montrerons par la suite que le calcul axiomatique , la m$thode des arbres et la m$thode
de la d$duction naturelle sont corrects et complets "et donc ad$quats#. Ces r$sultats n+$tablissent pas
seulement que les trois m$thodes de preuves sont $quivalentes, mais $galement qu+elles correspondent
) la s$mantique de la logique propositionnelle que l+on a donn$ dans la le!on

HC

5.
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Consistance, correction et compl$tude ne sont que trois des propri$t$s que l+on recherche dans la
construction d+un calcul. Il est $galement d$sirable de pouvoir prouver un th$or(me de d$duction sur
le calcul : un tel th$or(me nous assure que φ ! si et seulement siψ ! !φ → ψ . C+est ce th$or(me
qui justi%e notre application de la r(gle de preuve conditionnelle

"
dans la m$thode de d$duction

naturelle.

D+autres propri$t$s m$talogiques d$sirables sont s$mantiques : elles ne caract$risent pas un calcul,
mais une relation de cons$quence s$mantique ou un ensemble de tautologies :

PC

- Une logique "un ensemble de proposition appel$es &tautologies'# est dite"d!cidable#s+il existe
une proc$dure m$canique permettant de d$terminer si une phrase est une tautologie.

- Une logique est dite "compacte# si toute cons$quence s$mantique d+un ensemble in%ni de
pr$misses est une cons$quence s$mantique d+un ensemble %ni de pr$misses.

Nous d$montrerons que la logique propositionnelle est d$cidable et compacte.

Mis ) part les caract$risations syntaxiques et s$mantiques, une logique peut aussi ,tre d$crite comme
une structure math$matique : la logique propositionnelle, par exemple, correspond ) un certain type
d+alg(bre, ) savoir une alg(bre Bool$enne. Apr(s avoir introduit cette notion, nous montrerons de
quelle mani(re les connecteurs propositionnels correspondent ) des op$rations alg$briques.

7.2 Le th!or$me de d!duction

Nous remarquons l+importance cruciale de la r(gle de la preuve conditionnelle dans la d$duction
des th$or(mes avec une forme implicative ou conditionnelle. La validit$  de la r(gle de la preuve
conditionnelle correspond ) une propri$t$ importante de la logique propositionnelle :

PC

Th!or$me 24 "Th$or(me de d$duction#. peut  "tre  d#duit  d! si  et  seulement  siψ φ !φ → ψ est  u$
th#or%me.

P/01201 Nous prouvons les deux directions de l+$quivalence.

"

=⇒ Comme le th$or(me est $vident pour la m$thode de la d$duction naturelle, nous le d$montrons
pour le calcul . Supposons donc que nous avons une preuve deHC

HC ∪ {φ} !n

Cette preuve consiste en une s$quence %nie de formules propositionnelles

ψ

ψ1,ψ2, . . . ψ telle
que pour

n

ψn = et que pour tout nombre ,ψ i < n ψ soit est un axiome oun , soit s+ensuit de
deux autres formules

φ
ψ eti ψ "j # pari, j < n . Nous transformons cette preuve deMP en une

preuve que
ψ

φ→ en faisant les modi%cations suivantes :ψ

"a# Si ψk = , nous rempla!onsφ

HC ∪ {φ} !k ψ

par

k

HC !k φ→

ce qui est un axiome "H1#.

φ

1La preuve suivante, qui se termine par le signe & ' pour &quod erat demonstrandum' "&c.q.f.d.'# peut ,tre omise par ceux
qui sont peu int$ress$s par les subtilit$s des calculs axiomatiques.

!
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"b# Si ψ est un axiome, nous rempla!ons la lignek

HC ∪ {φ} !k ψ

par les cinq lignes suivantes "cf. exercice "7b# de la quatri(me s$rie

k

16.4 ) la p. 234# :2

k1 HC ! ψ axiome

k2

k

HC ! ((ψk ∧ φ)→ ψk)→ (ψk → (φ→ ψk H3

k3

))
HC ! (ψk ∧ φ)→ ψ H8

k4

k

HC ! ψk → (φ→ ψk ") # de "kMP # et "k #

k5

2 3

HC ! φ→ ψ "k # de "kMP # et "k #1 4

"c# Si ψ a $t$ obtenu ) partir de deux formulesk ψ eti ψ "j = !ψi → ψk # "" #, on applique
l+hypoth(se d+induction pour obtenir :

i, j < k

i HC ! φ→ ψ
j

i

HC ! φ→ (ψi → ψk

Nous rempla!ons ces deux lignes par les suivantes :

)

i HC ! φ→ ψ
j1

i

HC ! φ→ (ψi → ψk

j2

)
HC ! (φ→ (ψi → ψk))→ ((φ ∧ ψi)→ ψk H4

j3

)
HC ! (φ ∧ ψi)→ ψ "k # de "jMP # et "j #

j4

1 2

HC ! φ→ H1

j5

φ

HC ! (φ→ φ)→ ((φ→ ψi)→ (φ→ (φ ∧ ψi H10

j6

)))
HC ! (φ→ ψi)→ (φ→ (φ ∧ ψi ")) # de "jMP # et "j #

j7

4 5

HC ! φ→ (φ ∧ ψi ") # de "i# et "jMP #

j8

6

HC ! (φ→ (φ ∧ ψi))→ (((φ ∧ ψi)→ ψk)→ (φ→ ψk H2

j9

))
HC ! ((φ ∧ ψi)→ ψk)→ (φ→ ψk ") # de "jMP # et "j #

j10

7 8

HC ! φ→ ψ "k # de "jMP # et "j #3 9

⇐= Si on a

HC !k φ→

on ajoute

ψ

HC ∪ {φ} !k+1

a%n d+obtenir

φ

HC ∪ {φ} !k+2

avec une application de "

ψ

#.MP

Par le th$or(me de d$duction, trouver une d$duction &

!

p ! ' consiste ) prouver &q ! p → '. En
pratique, cependant, cette r$duction ne facilite que rarement le travail du logicien. D+o3 l+utilit$ de la

q

2Nous supposons que k1, . . . , k5 , ce qui est toujours possible apr(s une re.num$ration des lignes.< k
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m$thode de la d$duction naturelle, qui ne n$cessite pas une telle r$duction mais qui permet de traiter
&p ! ' 4directement+.q

7.3 Correction et compl!tude de la m!thode des arbres

Nous avons pr$sent$ la m$thode des arbres ) travers son interpr$tation s$mantique, c+est.).dire en
termes de valeurs de v$rit$ des phrases trait$es. Cependant, les r(gles que nous avons propos$es dans
la le!on 5 sont des r(gles purement syntaxiques : elles ne consid(rent que la forme syntaxique des
phrases. Nous avons d$j) pr$suppos$ la correction et la compl$tude de cette m$thode syntaxique et
c+est ce que nous devons prouver dans la section qui suit. A cette %n, nous suivons la pr$sentation de
Smullyan "1968: 25 et seq.#.

Pour prouver la correction et la compl$tude de la m$thode des arbres, nous devons introduire quelques
nouvelles notions.Nous observons d+abord que nos r(gles pour les $quivalences mat$rielles ne sont pas
basiques, mais peuvent ,tre obtenues par deux applications successives des r(gles pour l+implication
mat$rielle. Les sept autres r(gles de construction d+arbres tombent sous deux cat$gories : certaines
nous am(nent ) d$velopper l+arbre avec une seule nouvelle branche, d+autres, avec deux nouvelles
branches. Nous faisons donc une distinction entre les formules que l+on appellera &du type ' "α !¬¬φ ,"
!φ ∧ ψ ," !¬(φ ∨ ψ) ," !¬(φ → ψ) # qui 4continuent sur la m,me branche+, et les formules que l+on
appellera &du type

"
' "β !¬(φ ∧ ψ) ," !φ ∨ ψ et" !φ → ψ # qui nous obligent ) cr$er au moins une

nouvelle branche. On adoptera la terminologie suivante pour les formules que ces r(gles nous obligent
) $crire sur les branches cons$cutives :

"

α α1 α2

!¬¬φ" φ φ
!φ ∧ ψ" φ ψ
!¬(φ ∨ ψ)" !¬φ" !¬ψ"
!¬(φ→ ψ)" φ !¬ψ"

β β1 β2

!¬(φ ∧ ψ)" !¬φ" !¬ψ"
!φ ∨ ψ" φ ψ
!φ→ ψ" !¬φ"

Nous pouvons maintenant d$%nir ce qu+est un arbre et un tableau :

ψ

D!%nition 25 "Arbres binaires#. Un  arbre  binaire  est  une  structure  compos#e  de  &noeuds'  (points)  et  d!
&branches'  (lignes)  te*e  que  chaque  noeud, mis + part l 'origine, se  trouve  +  la  ,n  d 'une  branche  et  te*e  qu!
tous les noeuds se trouvent au d#but d 'au maximum deux branches.3

Nous appelons &point extr,me' un point qui n+a pas de successeurs sur sa branche.

D!%nition 26 "Tableaux#. Un tableau est  un arbre binaire dont les  noeuds sont des  formules  proposition-
ne*es  construites  +  partir  d 'une formule  propositionne*e  comme sui. : si est  une  formule  propositionne*!
dont  le  tableau

χ
a  d#j+  #t#  construit  et  qu!T en  est  un  point  extr"me, nous #largissonsζ par  une  des

m#thodes suivantes :
T

3Cette d$%nition utilise la notion vague de &structure'. Une d$%nition plus pr$cise serait la suivante : Un arbre est un triple
P〈 l, , R compos$ de〉

1. un ensemble P d+$l$ments appel$s &points';
2. une fonction l qui assigne ) tout point un nombre naturel appel$ son &niveau';
3. une relation entre des points appell$e & est le pr$decesseur de '.

Ce triple doit satisfaire aux conditions suivantes :
R x y

1. Un seul point "appell$ &l+origine'# est de niveau 1.
2. Tout autre point que l+origine a un seul pr$decesseur.
3. Pour toute paire de points 〈x, y , si〉 est le pr$decesseur de , alors lx y (y l) = (x .) + 1
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(A) Si une formule du typ! a une  occurrence  sur  le  chemi$α B (le  chemin  d!ζ jusqu'+ dansχ ζ ), nous
ajoutons soi.

T
α soi.1 α comme successeur  unique  +2 .ζ

(B) Si  une  formule  du  typ! a  une  occurrence  sur  le  chemi$β B , nous ajoutonsζ β comme  successeur
gauche  e.

1

β comme  successeur  de  droite  +2 .

Nous appelons un tableau

ζ

une /extension  directe0 d+un autre tableauT T si nous l+obtenons ) partir de′

T par une seule application de "A# ou de "B#. Nous disons d+une branche′ B d+un arbre qu+elle est
/ferm#e0 si elle contient des occurrences d+une formule propositionnelle et $galement de sa n$gation.
Un tableau

φ

est appel$ /ferm#0 si toutes ses branches sont ferm$es. Nous appelons une /preuve0 d+une
formule propositionnelle

T
un tableau ferm$ qui aφ !¬φ comme formule initiale. Une formule" est

appel$e /prouvable0 s+il existe une preuve pour .

Pour la preuve de la correction, nous d$%nissons ce qu+est une interpr$tation rendant vrais une branche
ou un tableau :

φ
φ

D!%nition 27 "Interpr$tations d+un tableau#. Une  interpr#tation  propositionne*! rend  vraie  un!
branch!

I
B d 'un  tableau  s#mantique  ssi  e*e  rend  vraies  toutes  les  formules  propositionne*es  qui  ont  des

occurrences  sur  cette  branche.
φ

rend vrai  un tableau ssi  e*e  rend vraie  au moins  une branche de  ce  tableau.

Nous disons d+une branche ou d+un tableau qu+ils sont &satisfaisables' s+il y a une interpr$tation qui
les rend vrais. Nous pouvons maintenant prouver le th$or(me le plus important pour la preuve de la
correction :

I

Th!or$me 28. Si T est  une  extension  directe  d 'un  tableau2 T , toute  interpr#tation  qui  rend  vrai!1 T
rend  #galement  vrai!

1

T .

P/0120 Supposons que

2

rende vraiI T . Il y a donc une branche1 B dansφ T rendue vraie par1 .I T se
distingue de

2

T par l+addition d+un ou de deux successeurs ) une branche1 B deψ T . Si1 B est di*$rente
de

ψ

B , alorsφ B est toujours une branche deφ T et la conclusion d$sir$e s+ensuit. Si2 B a $t$ obtenue
de

ψ

B par l+op$ration "A#, alors il existe une formuleφ surα B telle queφ B est ou bienψ Bφ +α ou bien1

Bφ + α . Si2 est rendu vrai par , cependant,α I α et1 α le sont $galement. Alors2 T contient au moins
une branche rendue vraie par

2

. SiI B a $t$ obtenue deψ B par l+op$ration "B#, alors une formuleφ a
une occurrence sur

β
B telle que etφ Bφ +β et1 Bφ +β sont des branches de2 T . Si2 est rendu vrai par

, alors soit la premi(re, soit la seconde de ces deux branches est $galement rendue vraie par . Donc
β

I I
T est rendu vrai par2 .I

Nous sommes maintenant en mesure de prouver la correction de la m$thode des arbres :

!

Th!or$me 29 "Correction de la m$thode des arbres#. La m#thode des arbres est correct! : toute  phras!
prouvable  est  une  tautologie.

P/0120 Le th$or(me "28# nous permet de prouver par induction math$matique que, pour tout tableau
, si l+origineT est rendu vrai par une interpr$tation , alorsφ I est $galement rendu vrai par cette

interpr$tation, assurant l+$tape d+induction. Supposons alors que prouve
T

T . Cela signi%e queφ
est un tableau qui a

T
!¬φ comme origine et qui n+est rendu vrai sous aucune interpr$tation. Toute

interpr$tation
"

, par cons$quent, rend fauxI !¬φ "si elle rendait vraie l+origine, elle devrait aussi
rendre vrai le tableau qui en est l+extension# :

"
!¬φ n+est vrai sous aucune interpr$tation : c+est une

contradiction.
"

est donc une tautologie.φ

Par rapport ) la compl$tude de la m$thode des arbres, il faut distinguer deux questions :

!

- Pouvons.nous d$duire, du fait qu+un tableau ferm$ existe pour , que est une tautologie ?φ φ
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- Pouvons.nous ,tre s5rs qu+un tableau ferm$ existe pour toute tautologie ?

Les deux questions sont ind$pendantes et seule la seconde correspond ) celle de la compl$tude.4 La
question de compl$tude est la question de savoir si nos r(gles de construction d+arbres sont su6sam.
ment puissantes pour prouver toutes les tautologies de la logique propositionnelle.

Nous appelons une branche B /compl%te0 si ces deux conditions sont remplies :φ

- pour toute formule qu+elle contient, elle contient ) la foisα α et1 α ;2

- pour toute formule qu+elle contient, elle contientβ β et/ou1 β .

Nous appelons un tableau/complet0 si toute branche de ce tableau est soit ferm$e, soit compl(te. Notre
but est de d$montrer que

2

"C# Si est un tableau complet et ouvert, la formule ) l+origine de est satisfaisable.

"

T T

C# veut dire que la formule d+origine d+un tableau complet qui reste ouvert est rendu vraie par au
moins une interpr$tation - c+est.).dire que "C# nous garantit qu+aucune table ne se ferme 4trop t7t+. Si
nous r$ussissons ) prouver "C#, nous obtenons la compl$tude de la m$thode des arbres comme suit :

Th!or$me 30 "Compl$tude de la m$thode des arbres#. La  m#thode  des  arbres  est  compl%t! : tout!
tautologie  est  prouvable.

P/0120 Supposons que soit une tautologie. Si ne pouvait pas ,tre prouv$e par la m$thode des
arbres, nous pourrions construire un tableau complet pour

φ φ
!¬φ qui resterait ouvert. Par "" C#, !¬φ

serait satisfaisable et ne serait donc pas une contradiction. Par cons$quent,
"

ne serait pas une tauto.
logie. Puisqu+on a pr$suppos$ que est une tautologie, cette supposition doit ,tre rejet$e. est donc
prouvable.

φ
φ φ

Pour prouver "

!

C#, nous d$montrons le th$or(me "31# ci.dessous, duquel "C# s+ensuit, puisque la satifai.
sabilit$ de toute la branche implique la satisfaisabilit$ de son origine.

Th!or$me 31. Toute  branche  ouverte  et  compl%te  d 'un  tableau  est  satisfaisable.

P/0120 Supposons que B soit  une branche ouverte et compl(te d+un tableauφ et que soit
l+ensemble de toutes les phrases qui ont des occurrences sur

T E
B . Puisqueφ B est une branche ouverte

et gr8ce ) nos r(gles de construction d+arbres "A# et "B#, l+ensemble
φ

satisfait les trois conditions
suivantes :

E

"a# Il n+est pas le cas que contient une phrase simple &E ' et sa n$gation &p ¬ '.p
"b# Si α , alors∈E α1 et∈E α2 .∈E
"c# Si β , alors soit∈E β1 , soit∈E β2 .

On appelle un ensemble qui satisfait ces trois conditions un &ensemble de Hintikka'. Nous prouvons
maintenant que tout ensemble de Hintikka est satisfaisable :5 Nous argumentons que tout ensemble
de Hintikka peut ,tre $largi ) "est un sous.ensemble d+# un ensemble satur$. Un ensemble

∈E

E est dit
/satur#0 s+il satisfait les conditions suivantes :

′

"a+# Pour toute phrase , soitφ φ∈E , soit′ !¬φ"∈E , mais pas les deux.′

"b+# Pour toute phrase du type ,α α∈E si et seulement si′ α1∈E et′ α2∈E .′

"c+# Pour toute phrase du type ,β β∈E si et seulement si′ β1∈E ou′ β2∈E .′

4Pour le comprendre, il su6t d+imaginer que nous renon!ons ) quelques.unes de nos r(gles de construction d+arbres. M,me
si la m$thode devenait ainsi incompl(te, la r$ponse ) la premi(re question serait toujours a6rmative.

5Pour nos besoins, il su6rait de montrer la consistance de tout ensemble de Hintikka qui est ,ni.
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Pour montrer qu+il y a un ensemble satur$ E tel que′ E ⊂ E , nous devons ajouter assez de phrases )′ E

"i# pour que les implications dans "b# et "c# puissent ,tre transform$es en des $quivalences dans "b+#
et "c+#

"ii# et pour que "a# soit vraie non seulement pour les phrases simples mais pour toutes les phrases.

Supposons que est un ensemble de Hintikka. Nous devons trouver une interpr$tation qui rende
vraies toutes les phrases dans . Nous la d$%nissons ainsi pour le cas particulier d+une phrase simple :

E
E

I &( 'p ) :=
v &






'p
f &

∈ E
¬ 'p

un de v et f &
∈ E

'p &*∈ E ∧ ¬ 'p

Par la condition "a#, il n+arrive pas que

*∈ E

attribue deux valeurs de v$rit$ di*$rentes ) une seule et
m,me phrase atomique. Comment pouvons.nous montrer que rend vraie toute phrase dans

I
I ? Par

la m$thode de l+induction math$matique, que nous avons d$j) rencontr$e ) la p.
E

80. Nous attribuons
) chaque phrase un degr$ selon la d$%nition suivante :

D!%nition 32 "Degr$ d+une phrase#. Le  degr#  d 'une  phras! est  le  nombre  naturel  d#termin#  par  les
r%gles suivantes :

φ

(1) Si est  une  phrase  atomique, alors  son  degr#  es.φ .0
(2) Si est  une  phrase  ni#!φ !¬ψ et  que  le  degr#  d!" es. , alors  son  degr#  es.ψ n n .+ 1
(3) Si est  une  conjonctio$φ !ψ∧χ , une  disjonctio$" !ψ∨χ , une  implicatio$" !ψ → χ ou une #quivalenc!"

!ψ ↔ χ et  si  le  degr#  d!" es. et  que  le  degr#  d! es. , alors  le  degr#  d! es.ψ n χ m φ n + m .

L+utilit$ principale de cette d$%nition6 est qu+elle nous permet de prouver des m$ta.th$or(mes d$j)
$tablis pour des cas particuliers pour toutes les formules propositionnelles par induction math$ma.
tique.

Nous d$montrons alors par induction math$matique que

+ 1

rend vraies toutes les phrases dansI :E

base de l+induction : Nous avons d$j) vu que rend vraies toutes les phrases simples "de degr$ 0# dansI
.E

pas de l+induction : Supposons que rende vraie toute phrase dansI φ de degr$ inf$rieur )E . Si est
d+un degr$ sup$rieur ) 0, doit ,tre soit une formule , soit une formule :

n φ
φ α β

:α Si est du type , alorsφ α α et1 α sont aussi dans2 . Mais ces formules sont d+un degr$
inf$rieur )

E
, donc elles sont rendues vraies par . doit $galement ,tre vrai.n I φ

:β Si est du type , alors soitφ β β , soit1 β est un membre de2 . Quelle qu+elle soit, elle doit
,tre rendue vraie par

E
"puisqu+elle est d+un degr$ inf$rieur ) #. est $galement rendu vrai

par .
Nous avons donc d$%ni une interpr$tation qui rend vraies toutes les phrases dans

I n φ
I

et, plus
g$n$ralement, toutes les phrases dans un ensemble de Hintikka. Comme les phrases sur une
branche ouverte et compl(te d+un tableau forment un tel ensemble de Hintikka, nous avons
d$montr$ le th$or(me.

E

!

6Voici quelques exemples : &p∧ (q ∨¬r ' est de degr$ 3,&) p∧ (q ∨ r ' est de degr$ 2,&) p∧ (q ∧ (r ∨¬s ' est de degr$ 4 etc.))
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7.4 Correction et compl!tude de la d!duction naturelle

Pour montrer la correction et la compl$tude de la m$thode de la d$duction naturelle il faut prouver
que tout s$quent d$ductible &φ ! ' correspond ) une relation de cons$quence s$mantique &ψ φ =| '
"correction# et que toute instance d+une telle relation correspond ) un s$quent d$ductible ) l+aide de nos
douze r(gles de d$duction naturelle "compl$tude#.Nous ignorerons par la suite les r(gles d+introduction
et d+$limination de l+$quivalence, traitant

ψ

!φ ↔ ψ comme abr$viation de" !(φ → ψ) ∧ (ψ → φ) .
Nous suivons la proc$dure dans

"
Lemmon "1965a: 75 et seq.#.

Th!or$me 33 "Correction de la d$duction naturelle#. La  m#thode  de  la  d#duction  nature*e  est  cor-
rect! : tout  s#quent  d#ductible  est  une  cons#quence  s#mantique.

P/0120 Nous avons remarqu$ que toute preuve par la m$thode de la d$duction naturelle "en bref :
toute d$duction naturelle# doit commencer par une application de la r(gle de suppositions. C+est
pourquoi nous pouvons prouver la correction par une induction par rapport ) la longueur d+une
preuve de

n
!φ ! ψ ."

base de l&induction Si la preuve a la longueur 1, il s+agit d+une application de la r(gle de suppositions.
Le s$quent en question a donc la forme !φ ! φ et nous avons appris ) la le!on" 2 "cf. p. 65# que
la relation de cons$quence s$mantique est r$9exive.

pas de l&induction Supposons que nous avons montr$ la correction de toutes les $tapes d+une preuve
jusqu+) la .(me $tape et consid$rons l+$tape num$ron n . Pour montrer la correction de cette
$tape

+ 1
n , il su6t de montrer la validit$ des neuf di*$rentes r(gles d+inf$rence que nous aurions

pu utiliser pour y arriver.
+1

:MP Supposons le contraire de ce que nous voulons prouver : que =| ,φ =| !φ → ψ ," ! , maisψ
=*| . Par cons$quent, il existerait une interpr$tation rendant vrai etψ I φ !φ→ ψ et rendant
faux

"
. Par la table de v$rit$ de &ψ ', nous savons que cela serait impossible.→

:MT L+hypoth(se d+induction s+ensuit $galement de la table de v$rit$ de & '.→
:PC Supposons que {φ1,φ2, . . . ,φn,φn+1 =} | , mais queψ {φ1,φ2, . . . ,φn =} *| !φn+1 → ψ . Il y

aurait donc une interpr$tation
"

qui rendrait vrais tous les membres deI {φ1,φ2, . . . ,φn ,
mais faux

}
!φn+1 → ψ . Il s+agit d+une contradiction puisqu+" , par la table de v$rit$ de

&
I

', devrait rendrait vrai→ φn et rendre faux+1 et servirait donc comme contre.exemple
) &

ψ
{φ1,φ2, . . . ,φn,φn+1 =} | '.ψ

:DN L+hypoth(se d+induction s+ensuit de la table de v$rit$ de & '.¬
:RAA Supposons que nous avons {φ1,φ2, . . . ,φn,φn+1 =} | ,ψ {φ1,φ2, . . . ,φn,φn+1 =} | !¬ψ ,
mais

"
{φ1,φ2, . . . ,φn =} *| !¬φn+1 . Il y aurait donc une interpr$tation" qui rendrait vrais

tous les membres de
I

{φ1,φ2, . . . ,φn , rendrait faux} !¬φn+1 et donc rendrait vrai" φn .
Elle devrait donc rendre vrai et

+1

etψ !¬ψ , ce qui est impossible."
I :∧ Si toute interpr$tation rendait vrais et , alors toute interpr$tation rendrait $galement

vrai
φ ψ

!φ ∧ ψ ."
E :∧ Si toute interpr$tation rendait vrai !φ ∧ ψ , alors toute interpr$tation rendrait $galement

vrais
"

et .φ ψ

I :∨ Si toute interpr$tation rendait vrai , alors toute interpr$tation rendrait $galement vraiφ
!φ ∨ ψ ."

E :∨ Supposons le contraire de ce que nous voulons prouver : =| !φ ∨ ψ ," φ =| ,χ ψ =| , maisχ
=*| . Il y aurait donc une interpr$tation qui rendrait faux , mais vraiχ I χ !φ∨ψ . Elle devrait
donc rendre vrai l+un des disjoints. Or, puisqu+on a

"
φ =| etχ ψ =| , elle devrait rendre vrai

, ce qui est contraire ) notre supposition initiale.
χ

χ
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La compl$tude de la d$duction naturelle nous assure que toute cons$quence s$mantique est d$ductible
en tant que s$quent. Pour le prouver, il nous faut le lemme suivant :

!

Th!or$me 34 "Lemme#. Soi. une  formule  qui  contient  les  phrases  simplesφ p1, . . . , p e.n une  inter-
pr#tation.Nous d#,nissons des formules

I
ψ1, . . . ,ψ ainsi :n

ψi :=
{
/( p 0i ) I /( p 0i v
/

) =
( ¬p 0i ) I /( p 0i f

Nous pouvons alors montrer par la m#thode de la d#duction nature*! :

) =

1. si I(φ v, alors nous pouvons d#duir!) = ψ1, . . . ,ψn ! ;φ
2. si I(φ f, alors nous pouvons d#duir!) = ψ1, . . . ,ψn ! !¬φ .

P/0120

Nous le d$montrons par une induction math$matique, utilisant la notion de degr$ d$j) introduite :

"

base de l&induction Soit de degr$ 0 "et donc une phrase atomique#. Siφ I(φ v, nous avons) = ψ =
et

φ
ψ ! par la r(gle de supposition. Siφ I(φ f, nous avons) = ψ = !¬φ et $galement" ψ ! ¬ par

la r(gle de suppositions.
φ

pas de l&induction Soit de degr$ .φ n

1. Si φ = !¬ξ ," est de degr$ etξ < n
- si I(φ v, alors) = I(ξ f et donc "par l+hypoth(se de l+induction#) = ψ1, . . . ψn ! !¬ξ ."
- si I(φ f, alors) = I(ξ v et donc "par l+hypoth(se de l+induction#) = ψ1, . . . ψn ! .

Nous obtenons
ξ

ψ1, . . . ψn ! !¬¬ξ par une application de "" #.DN
2. Si φ = !ξ ∧ χ ," et sont de degr$ etξ χ < n

- si I(φ v, alors) = I(ξ) = I(χ v. Nous avons donc, par l+hypoth(se de l+induction :) =

ψ1, . . . ,φm ! ξ
ψm+1, . . . ,ψn !

et nous devons montrer que

χ

ψ1, . . . ,φn ! !ξ ∧ χ

qui s+ensuit par une application de "

"

I#.∧
- Si I(φ f, alors) = I(ξ f ou) = I(χ f. Voici les trois cas :

1

) =

ψ1, . . . ,φm ! pr$misse
2

ξ
ψ1, . . . ,ψn ! !¬χ pr$misse

3
"

ψ1, . . . ,ψn, !ξ ∧ χ" !∗ !ξ ∧ χ supposition
4

"
ψ1, . . . ,ψn, !ξ ∧ χ" !∗ de "3# par "χ E#

5
∧

ψ1, . . . ,φn ! !¬(ξ ∧ χ) de "3#, "2# et "4# par "" #

1

RAA

ψ1, . . . ,ψm ! !¬ξ pr$misse
2

"
ψ1, . . . ,φn ! pr$misse

3
χ

ψ1, . . . ,ψn, !ξ ∧ χ" !∗ !ξ ∧ χ supposition
4

"
ψ1, . . . ,ψn, !ξ ∧ χ" !∗ de "3# par "ψ E#

5
∧

ψ1, . . . ,φn ! !¬(ξ ∧ χ) de "3#, "1# et "4# par "" #RAA
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1 ψ1, . . . ,φm ! !¬ξ pr$misse
2

"
ψ1, . . . ,ψn ! !¬χ pr$misse

3
"

ψ1, . . . ,ψn, !ξ ∧ χ" !∗ !ξ ∧ χ supposition
4

"
ψ1, . . . ,ψn, !ξ ∧ χ" !∗ de "3# par "χ E#

5
∧

ψ1, . . . ,φn ! !¬(ξ ∧ χ) de "3#, "2# et "4# par "" #RAA

3. Si φ = !ξ ∨ χ ," et sont de degr$ etξ χ < n
- si I(φ v, alors) = I(ξ v ou) = I(χ v. Dans les trois cas, nous utilisons ") = I#.∨
- si I(φ f, alors) = I(ξ) = I(χ f. La d$duction sera la suivante

1

) =

ψ1, . . . ,φm ! !¬ξ pr$misse
2

"
ψ1, . . . ,ψn ! !¬χ pr$misse

3
"

ψ1, . . . ,ψn, !ξ ∨ χ" !∗ !ξ ∨ χ supposition
4

"
ψ1, . . . ,ψn, !ξ ∨ χ", ξ !∗ supposition

5
ξ

ψ1, . . . ,ψn, ξ !∗ !¬(ξ ∨ χ) de "3#, "1# et "4# par "" #
6

RAA
ψ1, . . . ,ψn, !ξ ∨ χ",χ !∗ supposition

7
χ

ψ1, . . . ,ψn,χ !∗ !¬(ξ ∨ χ) de "3#, "2# et "6# par "" #
8

RAA
ψ1, . . . ,ψn, !ξ ∨ χ" !∗ !¬(ξ ∨ χ) de "3, 4, 5, 6, 7# par "" E#

9
∨

ψ1, . . . ,ψn ! !¬(ξ ∨ χ) de "3#, "3# et "8# par "" #RAA

4. Si φ = !ξ → χ ," et sont de degr$ etξ χ < n
- si I(φ v, alors) = I(ξ f ou) = I(χ v. Si) = I(χ v, nous supposons) = et appliquons
"

ξ
#. Dans l+autre casPC I(ξ) = I(χ f, nous supposons) = et , appliquons "χ ξ # et

enlevons la supposition que
PC

par "χ #.RAA
- si I(φ f, alors) = I(ξ v et) = I(χ f. Nous supposons) = !ξ → χ , appliquons "" # et

utilisons " # pour nier la supposition.
MP

RAA
5. Si φ = !ξ ↔ χ ," et sont de degr$ etξ χ < n

- si I(φ v, alors) = I(ξ) = I(χ v ou) = I(ξ) = I(χ f. Dans ce cas, nous utilisons
"

) =
# et puis "PC I#.↔

- si I(φ f, alors) = I(ξ f et) = I(χ v ou) = I(ξ v et) = I(χ f. Nous supposons) = !ξ ↔
χ , appliquons "" E#, appliquons "↔ # et utilisons " # pour nier la supposition.

Nous avons donc prouv$ le lemme, c+est.).dire d$montr$ que : Si

MP RAA

est une interpr$tation des phrases
simples contenues dans une phrase complexe, nous pouvons d$duire, par la m$thode de la d$duction
naturelle, que

I

ψ1, . . . ,ψn ! siφ I(φ v et) = ψ1, . . . ,ψn ! !¬φ si" I(φ f, pour n+importe quelle
phrase

) =
.φ

Le lemme nous assure que nous pouvons 4modeler+ chaque ligne d+une table de v$rit$ par les m$.
thodes de la d$duction naturelle. Nous sommes maintenant en mesure de prouver la compl$tude de la
d$duction naturelle :

!

Th!or$me 35 "Compl$tude de la d$duction naturelle#. La  m#thode  de  la  d#duction  nature*e  es.
compl%t! : si est  une  cons#quence  s#mantique  d! , alors /ψ φ φ ! 0  est  d#ductible.

P/0120Nous prouvons d+abord la compl$tude sous une forme plus 4classique+ :

ψ

"Compl# Toute tautologie est d$ductible par la m$thode de la d$duction naturelle.

Pour d$montrer "Compl#, nous utilisons le lemme. Supposons que est une tautologie et que
contient les phrases simples &

φ φ
p ', …, &1 p '. Nous pouvons donc d$duire tous lesn 2 s$quents de la

forme

n

ψ1, . . . ,ψn ! . Pour d$duire , nous proc$dons ainsi :φ φ
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1. Nous d$montrons toutes les disjonctionsn !ψi ∨ ¬ψi "en supposant qu+elles sont fausses et
appliquant "

"
I# et "∨ ##.RAA

2. Nous faisons 2 suppositions :n ψ ,1 !¬ψ1 ," ψ ,2 !¬ψ2 , …" ψ ,n !¬ψn ."
3. Nous r$p$tons les 2 preuves den pour toutes les di*$rentes interpr$tations possibles "ce qui

est possible donn$ le lemme#.
φ

4. Nous appliquons
∑n−1

i=0 2 fois "i E# et obtenons une preuve de∨ sous aucune supposition.

Comme $tait une tautologie arbitraire, nous avons prouv$ "

φ

φ Compl#. Pour passer des th$or(mes !
) des s$quents arbitraires

φ
φ ! , supposons que est une cons$quence s$mantique deψ ψ {φ1, . . . ,φn .

Nous devons donc montrer que nous pouvons prouver le s$quent
}

φ1, . . . φn ! . Par la d$%nition de
la cons$quence s$mantique, nous savons que

ψ
!φ1 → (φ2 → (. . . (φn → ψ)) . . . ) est une tautologie.

Etant donn$ "
"

Compl#, nous pouvons le d$duire $galement par la m$thode de la d$duction naturelle.
Le th$or(me de d$duction nous dit alors que nous pouvons $galement prouver le s$quent en question.

Voici un exemple pour illustrer le fonctionnement de la 4preuve canonique+ d$crite ci.dessus. Soit

!

la
tautologie &

φ
(p ∧ q)→ '.p

1. Premi(re $tape : nous prouvons les disjonctions des atomes concern$s :

1 ! p ∨ ¬ d$j) prouv$
2

p
! q ∨ ¬ d$j) prouv$q

2. Deuxi(me $tape : supposons tous les atomes et leurs n$gations :

3 p !∗ supposition
4

p
¬p !∗ ¬ supposition

5
p

q !∗ supposition
6

q
¬q !∗ ¬ suppositionq

3. Troisi(me $tape : comme est une tautologie, le lemme nous montre comment d$river les quatre
lignes suivantes des quatre lignes pr$c$dentes :

7

φ

p, q !∗ (p ∧ q)→ lemme
8

p
p,¬q !∗ (p ∧ q)→ lemme

9
p

¬p, q !∗ (p ∧ q)→ lemme
10

p
¬p,¬q !∗ (p ∧ q)→ lemmep

4. Nous pouvons donc appliquer E pour terminer la preuve :

11

∨

q !∗ (p ∧ q)→ de "1,3,7,4,9# par "p E#
12

∨
¬q !∗ (p ∧ q)→ de "1,3,8,4,10# par "p E#

13
∨

! (p ∧ q)→ de "2,5,11,6,12# par "p E#∨

7.5 Correction et compl!tude du calcul

Nous avons d$j) d$montr$ la correction de

HC

dans la le!onHC 4. Si la m$thode des arbres est compl(te et
donc su6t ) prouver toute tautologie, le calcul y su6t $galement.Le calcul h$rite la compl$tude
de la m$thode des arbres.

HC HC
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7.6 D!cidabilit! et formes normales

Le probl(me de la d$cidabilit$  est le suivant : comment savoir si une formule donn$e est une
tautologie ? Comment savoir si une formule

φ
!¬φ est satisfaisable ? Pour r$pondre ) ces questions,

il nous faut une proc$dure de d$cision, c+est.).dire un algorithme d$terminant s+il existe ou non une
interp$tation qui rend vraie la phrase donn$e.

Les tables de v$rit$ nous fournissent une m$thode 4brute+ permettant de trouver une telle interpr$.
tation, si elle existe. Pour savoir si une phrase donn$e est une tautologie, il su6t de faire sa table de
v$rit$ et v$ri%er si on ne trouve que des &

"

' dans la colonne de son connecteur principal. Le th$or(me
suivant est donc trivial :

V

Th!or$me 36 "D$cidabilit$ de la logique propositionnelle#. La  logique  propositionne*e  est  d#cidabl! :
il  existe  une  proc#dure  m#canique  permettant  de  d#terminer  si  une  formule  propositionne*e  est  ou  non  un!
tautologie.

P/0120 Toute formule propositionnelle ne contient qu+un nombre %ni de phrases simples. Pour d$.
terminer si est ou non une tautologie, il su6t de faire la table de v$rit$ des phrases simples qu+il
contient et v$ri%er s+il y a des & ' dans la colonne de son connecteur principal. S+il y en a pas, est
une tautologie.

φ
F φ

L+inconv$nient de cette m$thode est que les tables de v$rit$ peuvent devenir tr(s grandes. Pour une
phrase complexe construite ) partir de

!

atomes di*$rents, il faut consid$rern 2 lignes "4 pour 2, 8
pour 3, 16 pour 4, 32 pour 5, 64 pour 6 etc.#. Pour une phrase contenant dix phrases simples, il faudrait
faire une table de 1024 lignes !

On appelle cela le &probl(me de l+explosion combinatoire' que l+on rencontre lorsqu+on utilise directe.
ment la d$%nition de la validit$ et qu+on v$ri%e, pour tout

n

, siI I(φ v. En ne consid$rant que les) =
phrases simples apparaissant dans , le nombre de v$ri%cations est exponentiel en "la table de v$rit$
pour aura

n
φ n

φ 2 lignes#. Cependant, les tables de v$rit$ sugg(rent une autre m$thode. Consid$rons la
phrase complexe :

n

((¬p ∧ q) → r) ∧ (¬r → s) ∧ (¬p → (q ∨ r)) ∧ (r → p . Choissisons A, B, C, D
pour les quatre conjoints, nous obtenons la table de v$rit$ suivante "cf. p.

)
256# :

p q r s ¬p ¬p ∧ Aq ¬ Br ¬p q ∨ C D Ar B C D∧ ∧ ∧

Chaque ligne de cette table nous apprend que la phrase complexe prend la valeur &

V V V V F F V F V F V V V V

V V V F F F V F V F V V V V

V V F V F F V V V F V V V V

V V F F F F V V F F V V V F

V F V V F F V F V F V V V V

V F V F F F V F V F V V V V

V F F V F F V V V F F V V V

V F F F F F V V F F F V V F

F V V V V V V F V V V V F F

F V V F V V V F V V V V F F

F V F V V V F V V V V V V F

F V F F V V F V F V V V V F

F F V V V F V F V V V V F F

F F V F V F V F V V V V F F

F F F V V F V V V V F F V F

F F F F V F V V F V F F V F

' ou & ' selon la
valeur des atomes sur la ligne en question. L+expression &A

V F
B C D' est donc vraie si et seulement∧ ∧ ∧
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si & ', & ', & ' et & ' sont tous vrais "1(re ligne# ou si & ', & ' et & ' sont vrais et & ' est faux "2(me ligne#
ou si & ' et & ' sont vrais et & ' et & ' faux "3(me ligne# ou si & ', & ' et & ' sont vrais et & ' faux "5(me
ligne# ou si & ' et & ' sont vrais et & ' et & ' sont faux "6(me ligne# ou si & ' et & ' sont vrais et & ' et
& ' sont faux "7(me ligne#. En traduisant cette observation en langue formelle, nous obtenons :

p q r s p q r s
p q r s p r s q

p r q s p s q
r

"1# (p ∧ q ∧ r ∧ s) ∨ (p ∧ q ∧ r ∧ ¬s) ∨ (p ∧ q ∧ ¬r ∧ s) ∨ (p ∧ ¬q ∧ r ∧ s)

∨ (p ∧ ¬q ∧ r ∧ ¬s) ∨ (p ∧ ¬q ∧ ¬r ∧ s

Cette expression a une forme particuli(re :

)

- les n$gations n+apparaissent que devant des phrases simples ;
- l+expression est une disjonction de conjonctions ;
- chaque disjoint correspond ) une ligne de la table de v$rit$ o3 la phrase enti(re est vraie.

On appelle des phrases ayant cette forme des formes normales disjonctives.

Si nous consid$rons un grand ensemble de formules bien form$es d+une certaine langue et que nous
essayons de d$terminer des propri$t$s communes ) ces formules "par exemple : nous voulons savoir si
toutes les formules d$rivables dans un certain calcul sont valides#, il est important de savoir si on peut
pr$supposer quelque chose sur la form! de ces formules. Ainsi se justi%e l+int$r,t de ce qu+on appelle
des /formes normales0. Ces formes normales sont d$%nies de mani(re syntaxique.

Pour d$%nir des formes normales, nous utilisons l+interd$%nissabilit$ des connecteurs "cf. p. 65#. Com.
men!ons par la forme  normale  n#gativ!. Une formule est de forme normale n$gative si et seulement
si soit elle est de la forme ou

φ
p ¬ pour une phrase atomique , soit elle est une disjonction ou une

conjonction des formules de forme normale n$gative. Pour former la forme normale n$gative d+une
formule, on 4pousse+ la n$gation 4) l+int$rieur+ de la formule en appliquant, successivement, les r(gles
suivantes :

r(gle 1

p p

φ↔ ψ " (φ→ ψ) ∧ (ψ → φ
r(gle 2

)
φ→ ψ " ¬φ ∨

r(gle 3
ψ

¬(φ ∧ ψ) " ¬φ ∨ ¬
r(gle 4

ψ
¬(φ ∨ ψ) " ¬φ ∧ ¬

r(gle 5
ψ

¬¬φ "

Le r$sultat obtenu par l+application de ces r(gles est $quivalent "s$mantiquement# ) la formule initiale,
c+est.).dire qu+il a la m,me table de v$rit$.

φ

Th!or$me 37. Si est  une  formule  propositionne*e,il  existe  une  formul! de  forme  normale  n#gativ!
qui  est  s#mantiquement  #quivalente  + .

P/0120 Par une application des r(gles donn$es, ne passant ) la r(gle suivante que lorsque la r(gle
ant$c$dente n+est plus applicable.

φ ψ
φ

Un exemple d+une telle transformation en forme normale n$gative est la cha:ne d+$quivalences sui.

!
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vante :

(p↔ q)→ r
((p→ q) ∧ (q → p))→ r(gle 1r
¬((p→ q) ∧ (q → p)) ∨ r(gle 2r
¬((¬p ∨ q) ∧ (q → p)) ∨ r(gle 2r
¬((¬p ∨ q) ∧ (¬q ∨ p)) ∨ r(gle 2r
¬(¬p ∨ q) ∨ ¬(¬q ∨ p) ∨ r(gle 3r
(¬¬p ∧ ¬q) ∨ ¬(¬q ∨ p) ∨ r(gle 4r
(¬¬p ∧ ¬q) ∨ (¬¬q ∧ ¬p) ∨ r(gle 4r
(p ∧ ¬q) ∨ (q ∧ ¬p) ∨ r(gle 5

Le r$sultat est en forme normale n$gative car tous les signes de n$gations se trouvent devant des
phrases atomiques.

La forme normale n$gative nous permet de construire des formes normales conjonctives :

r

D!%nition 38. Une  formule  est  en  forme  normale  conjonctive  si  e*e  est  une  conjonction  de  disjonctions
de phrases atomiques et  de n#gations de phrases atomiques.7

L+importance de cette notion vient du fait que toute formule propositionnelle est $quivalente ) une
formule de forme normale conjonctive :

Th!or$me 39. Si est  une  formule  propositionne*e,il  existe  une  formul! de  forme  normale  conjonc-
tive  s#mantiquement  #quivalente  + .

P/0120 Pour transformer une formule de forme normale conjonctive, on applique successivement les
r(gles suivantes :

r(gles 1

φ ψ
φ

5− φ forme normale n$gative de"

r(gle 6
φ

(φ ∧ ψ) ∨ χ " (φ ∨ χ) ∧ (ψ ∨ χ
r(gle 7

)
χ ∨ (φ ∧ ψ) " (χ ∨ φ) ∧ (χ ∨ ψ

r(gle 8
)

φ ∨ (ψ ∨ χ) " (φ ∨ ψ) ∨
r(gle 9

χ
φ ∧ (ψ ∧ χ) " (φ ∧ ψ) ∧

Il est $vident que le r$sultat obtenu par l+application de ces r(gles est $quivalent "s$mantiquement# )
la formule initiale, c+est.).dire qu+il a la m,me table de v$rit$.

χ

!

7Voici la notation formelle :

n̂

i=1

φi := φ1 ∧ . . . ∧ φ

pour des ensembles %nis de formules

n

{φ1, . . . , φn . On appelle alors un 4litt$ral+ une formule qui est soit une phrase atomique
"= de la forme &

}
'#, soit la n$gation d+une phrase atomique "= de la forme &p ¬ '#. On a pour une formule :

est de forme normale conjonctive

p φ

φ :⇐⇒ est de la formeφ
m̂

i=1

0

@
ni_

j=1

Li,j

pour des nombres naturels

1

A

etm n1, . . . n et des litt$rauxm L tels quei,j 1 ≤ i ≤ etm 1 ≤ j ≤ n .i
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Un exemple d+une telle transformation en forme conjonctive est la cha:ne d+$quivalences suivante :

((p ∨ ¬q)→ ((r ∧ s) ∨ t)) ∧ ¬u
(¬(p ∨ ¬q) ∨ ((r ∧ s) ∨ t)) ∧ ¬ r(gle 2u
((¬p ∧ ¬¬q) ∨ ((r ∧ s) ∨ t)) ∧ ¬ r(gle 4u
((¬p ∧ q) ∨ ((r ∧ s) ∨ t)) ∧ ¬ r(gle 5u
((¬p ∧ q) ∨ ((r ∨ t) ∧ (s ∨ t))) ∧ ¬ r(gle 6u
((¬p ∨ ((r ∨ t) ∧ (s ∨ t))) ∧ (q ∨ ((r ∨ t) ∧ (s ∨ t)))) ∧ ¬ r(gle 6u
((¬p ∨ (r ∨ t)) ∧ (¬p ∨ (s ∨ t))) ∧ (q ∨ ((r ∨ t) ∧ (s ∨ t))) ∧ ¬ r(gle 7u
((¬p ∨ (r ∨ t)) ∧ (¬p ∨ (s ∨ t))) ∧ ((q ∨ (r ∨ t)) ∧ (q ∨ (s ∨ t))) ∧ ¬ r(gle 7u
((¬p ∨ r) ∨ t)) ∧ (¬p ∨ (s ∨ t))) ∧ ((q ∨ (r ∨ t)) ∧ (q ∨ (s ∨ t))) ∧ ¬ r(gle 8u
((¬p ∨ r) ∨ t) ∧ ((¬p ∨ s) ∨ t)) ∧ ((q ∨ (r ∨ t)) ∧ (q ∨ (s ∨ t))) ∧ ¬ r(gle 8u
((¬p ∨ r) ∨ t) ∧ ((¬p ∨ s) ∨ t)) ∧ ((q ∨ r) ∨ t) ∧ (q ∨ (s ∨ t))) ∧ ¬ r(gle 8u
((¬p ∨ r) ∨ t) ∧ ((¬p ∨ s) ∨ t)) ∧ ((q ∨ r) ∨ t) ∧ ((q ∨ s) ∨ t)) ∧ ¬ r(gle 8u
((¬p ∨ r) ∨ t) ∧ ((¬p ∨ s) ∨ t) ∧ ((q ∨ r) ∨ t)) ∧ ((q ∨ s) ∨ t) ∧ ¬ r(gle 9

Nous voyons que les r(gles 8 et 9 ne servent qu+) grouper les conjonctions ou disjonctions de mani(re
uniforme du c7t$ gauche de telle sorte qu+on puisse, selon notre convention, omettre les parenth(ses.
Le r$sultat %nal de notre transformation est donc la formule :

u

(¬p ∨ r ∨ t) ∧ (¬p ∨ s ∨ t)) ∧ (q ∨ r ∨ t) ∧ (q ∨ s ∨ t) ∧ ¬

L+int$r,t des formes normales conjonctives vient du fait qu+il est tr(s facile de tester - m$caniquement
- si une formule de forme normale conjonctive est valide : il su6t que tous ses conjoints soient valides ;
mais ces conjoints sont des disjonctions - et pour qu+une disjonction soit valide, il faut qu+au moins
une phrase atomique soit ) la fois a6rm$e et ni$e dans la disjonction. La formule consid$r$e n+est
donc pas valide, mais cette autre l+est :

u

(¬p ∨ r ∨ p) ∧ (¬t ∨ s ∨ t)) ∧ (q ∨ ¬q ∨ t) ∧ (q ∨ s ∨ ¬s

Il est $galement possible de d$%nir une forme normale disjonctive : une formule est en forme  normal!
disjonctiv! si elle est une disjonction de conjonctions de phrases atomiques et de leurs n$gations.8 La
forme normale disjonctive d+une formule revient ) $num$rer, en les ajoutant les uns aux autres par la
disjonction, les cas de v$rit$ de la phrase complexe en question, comme sa table de v$rit$ l+indique. Par
exemple, la table de v$rit$ d+une implication mat$rielle indique que celle.ci est vraie si et seulement si
l+on a &

)

' et & ' vrais, ou & ' faux et & ' vrai, ou encore & ' et & ' les deux faux - la forme disjonctivep q p q p q

8Voici la notation formelle :

n_

i=1

φi := φ1 ∨ . . . ∨ φ

Alors on a, pour une formule

n

:

est en forme normale disjonctive

φ

φ :⇐⇒ est de la formeφ
m_

i=1

0

@
nî

j=1

Li,j

Dans les r(gles, il faut remplacer les r(gles 6 et 7 par les suivantes :

1

A

(φ ∨ ψ) ∧ χ " (φ ∧ χ) ∨ (ψ ∧ χ)

χ ∧ (φ ∨ ψ) " (χ ∧ φ) ∨ (χ ∧ ψ)



140 7. Propri!t!s m!talogiques de la logique propositionnelle

d+une implication &p→ ' sera donc &q (p ∧ q) ∨ (¬p ∧ q) ∨ (¬p ∧ ¬q '.)

7.7 La compacit! de la logique propositionnelle

Nous avons d$%ni la cons$quence logique et la d$ductibilit$ avec des ensembles de pr$misses qui
sont potentiellement in%nis. Nous pouvons donc maintenant nous demander si la consistance d+un
ensemble in%ni de phrases peut ,tre r$duite ) celle d+un sous.ensemble %ni.Le th$or(me de compacit$
r$pond par l+a6rmative ) cette question :

Th!or$me 40. La logique propositionne*e  est  compact! : Γ =| si et seulement s'il existe un sous-ensembl!
,ni

φ
Γ′ ⊂ tel qu!Γ Γ′ =| .

Par conversion, ce th$or(me nous apprend que si tous les sous.ensembles

φ

Γ d+un ensemble′ sont
satisfaisables, alors sera $galement satisfaisable. Les di*$rentes interpr$tations qui rendent vraies
les di*$rents sous.ensembles %nis peuvent ,tre combin$es en une interpr$tation qui rende vraies
toutes les phrases dans l+ensemble in%ni. Pour la preuve du th$or(me de compacit$ par la m$thode
de tableaux analytiques, nous prouvons, suivant

Γ
Γ

Lemmon "1965a: 30 et seq.# d+abord un r$sultat qui
s+applique ) des arbres quelconques.

Nous disons d+un arbre qu+il est &g$n$r$ de mani(re %nie' si et seulement si chaque noeud dans l+arbre
n+a qu+un nombre %ni de successeurs. Tous les arbres binaires, par exemple, sont donc des arbres
g$n$r$s de mani(re %nie. Une branche est dite &in%nie' si et seulement si elle contient un nombre
in%ni de noeuds. Nous d$montrons le th$or(me suivant :

Th!or$me 41 "Le lemme de K;nig#. Si  un  arbre  qui  est  g#n#r#  de  mani%re  ,nie  contient  un  nombr!
in,ni  de  noeuds, il  contient  une  branche  in,nie.

P/0120 Appelons un noeud 4sympa+ si et seulement s+il y a un nombre in%ni de noeuds comme suc.
cesseurs et 4m$chant+ dans le cas inverse. Par l+ant$c$dent de l+implication, il y a un nombre in%ni de
noeuds et ils sont tous des successeurs de l+origine. L+origine est donc sympa. Nous observons aussi
que si tous les successeurs d+un noeud sont m$chants, alors ce noeud doit aussi ,tre m$chant "puisque
l+arbre est g$n$r$ de mani(re %nie#. Par cons$quent, l+origine doit avoir un successeur sympa, qui, )
son tour, a un successeur sympa et ainsi de suite. Puisque tout noeud sympa doit avoir un successeur
sympa, nous g$n$rons ainsi une branche in%nie.9

Nous sommes maintenant en mesure de prouver la compacit$ de la logique propositionnelle :

P/0120 Soient tous les sous.ensembles %nis d+un ensemble

!

satisfaisables. Supposons que nous soit
donn$ comme une s$quence "et non seulement comme un ensemble# de formules propositionnelles

Γ Γ

{φ1,φ2, . . . ,φn, . . . $tant telle que, pour tout} , l+ensemblen {φ1, . . . ,φn est satisfaisable. Cela est
possible parce qu+il s+agit d+un sous.ensemble de

}
. Construisons le tableau analytique pourΓ φ . Ce

tableau ne peut pas ,tre ferm$ puisque
1

φ est satisfaisable. Nous ajoutons maintenant1 φ ) chaque
branche ouverte et continuons le tableau. Cette proc$dure nous donne un tableau qui doit $galement
,tre ouvert, puisque

2

{φ1,φ2 est satisfaisable. Nous ajoutons} φ , puis3 φ et ainsi de suite. Nous ob.
tenons un arbre g$n$r$ de mani(re %nie qui contient un nombre in%ni de noeuds "toutes les phrases
dans

4

#. Cet arbre doit contenir une branche in%nie, par le lemme de K;nig. Cette branche doit ,tre
ouverte et elle contient toutes les phrases dans .

Γ
Γ !

9Pour les arbres non.ordonn$s "qui sont tels que les successeurs d+un noeud ne forment pas une s$quence mais seulement un
ensemble# nous avons besoin de l+axiome de choix de la th$orie des ensembles.
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Points ' retenir

1. Un syst(me d+axiomes ou une th$orie sont consistants s+ils ne permettent pas la d$duction d+une
contradiction.

2. Un calcul ou une m$thode de preuve syntaxique est correct si tout th$or(me est une tautologie.
3. Un calcul ou une m$thode de preuve syntaxique est complet si toute tautologie est un th$or(me.
4. Le calcul axiomatique , la m$thode des arbres et le syst(me de d$duction naturelle sont tous

corrects et complets.
HC

5. Nous avons les correspondances :

est une cons$quence syntaxique deφ Th ⇐⇒ s+ensuit deφ Th
est satisfaisableφ ⇐⇒ est consistant
est une contradiction

φ
φ ⇐⇒ est inconsistant

est une tautologie
φ

φ ⇐⇒ !¬φ est inconsistant"
! doncφ ψ est un argument valide" ⇐⇒ !φ ∧ ¬ψ est inconsistant"

6. Par rapport ) nos calculs syntaxiques, nous pouvons prouver un th$or(me de d$duction :
peut ,tre d$duit de si et seulement si l+implication

ψ
φ !φ → ψ est prouvable. Le th$or(me de

d$duction nous assure de la validit$ de la r(gle de la preuve conditionnelle.
"

7. La logique propositionnelle est d$cidable : il existe une proc$dure m$canique qui permet de
d$terminer si une phrase est ou non une tautologie.

8. Toute formule de la logique propositionnelle est s$mantiquement $quivalente ) des formules en
forme normale n$gative, conjonctive et disjonctive. La forme normale disjonctive d+une formule
4encode+ sa table de v$rit$ : chaque disjoint correspond ) une ligne o3 elle re!oit la valeur de
v$rit$ & '.V

9. La logique propositionnelle est compacte : toute cons$quence s$mantique d+un ensemble in%ni
de phrase s+ensuit d$j) d+un ensemble %ni.

10. La compacit$ s+ensuit du lemme de K;nig qui dit qu+un arbre qui n+a que des branchements %nis
ne peut ,tre in%ni que s+il contient une branche in%nie.


