
Chapitre 9

La logique des pr!dicats

9.1 Quelques inf!rences valides de la logique des pr!dicats

La logique propositionnelle nous permet de formaliser des inf!rences qui reposent sur le comporte"
ment logique des connecteurs propositionnels. Ces connecteurs relient des phrases et en forment des
phrases complexes. Dans le langage naturel, cependant, il est !galement possible de formuler d#autres
inf!rences que la tradition a !galement consid!r!es comme inf!rences logiques. En voici quelques
exemples :

$1%
Tous les hommes sont mortels.

Tous les philosophes sont des hommes.

Tous les philosophes sont mortels.

$2%
Aucun philosophe n#est m!chant.

Quelques logiciens sont des philosophes.

Quelques logiciens ne sont pas m!chants.

$3%
Aucun homme n#est parfait.

Tous les philosophes sont des hommes.

Aucun philosophe n#est parfait.

Dans les trois cas, nous retrouvons toutes les caract!ristiques des inf!rences logiques : la validit! de ces
inf!rences ne semble d!pendre que de quelques mots qu#on peut appeler &logiques', comme &tous',
&aucun'  et  &quelques'; toutes les inf!rences ayant la m(me forme que $1%, $2% et $3% sont !galement
valides ; et leur validit! ne d!pend pas du fait qu#il y ait ou non des (tres humains immortels ou parfaits
ou des philosophes m!chants.

La logique propositionnelle ne nous permet pas d#expliquer la validit! de ces inf!rences, car elle ne
prend pas en compte la structure interne des phrases simples qu#elle traite : elle traite les & ' et les & '
comme atomes et n#en analyse pas la structure interne. L#inf!rence $

p q
1%, par exemple, serait formalis!e

comme & ; ; donc, ' ) ce qui ne correspond pas * un sch!ma d#inf!rences valide de la logique
propositionnelle.

Pour formaliser les trois inf!rences et expliquer leur validit!, il faut utiliser la notion de pr!dicat.

p q r
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Soit & ' une abr!viation pour &… est un homme', & ' pour &… est mortel' et & ' pour &… est un
philosophe' $o+ les lacunes indiquent les places o+ il faudrait ins!rer un nom pour obtenir une phrase%.
,tant donn! ces abr!viations, nous sommes en mesure de repr!senter $

H M P

1% comme suit :

$4%
Tous les sont des .
Tous les sont des .

Tous les sont des .

Peu importe ce que nous substituons pour & ', & ' et & ' : nous obtenons des inf!rences valides,
comme, par exemple, la suivante :

H M
P H

P M

H P M

$5%
Tous les animaux sont maudits.

Tous les pingouins sont des animaux.

Tous les pingouins sont maudits.

Nous avons utilis! & ', & ' et & ' pour remplacer des pr!dicats. Mais qu#est"ce qu#un pr!dicat ?
Observons d#abord qu#il n#y a pas de di-!rence, d#un point de vue logique, entre &Aucun homme n#est
parfait', &Il n#y a pas d#homme parfait' et &Aucun homme n#est une chose parfaite'. Nous n#utilisons
donc pas la notion grammaticale de &pr!dicat'. On remarque aussi que les pr!dicats substitu!s * la
place de & ', & ' et & ' peuvent (tre de complexit! quelconque. Non seulement $

H P M

H P M 1%, mais l#argument
suivant est !galement valide :

$6%

Tous les amis de mon grand"p.re qui vit en Australie sont soit des kangourous,
soit des admirateurs de la lune.

Tous les pingouins qui ne sont ni roses ni employ!s par Microsoft sont des amis de mon
grand"p.re qui vit en Australie.

Tous les pingouins qui ne sont ni roses ni employ!s par Microsoft sont soit des kangourous,
soit des admirateurs de la lune.

Il est important de ne pas confondre un pr!dicat $dans le sens que la logique donne * ce terme% avec
le terme g!n!ral qu#il peut contenir. &Pingouin', par exemple, est un terme g!n!ral, mais le pr!dicat
correspondant est &… est un pingouin' ) le pr!dicat est ce qui, avec un nom, forme une phrase.1 Nous
pouvons obtenir un pr!dicat * partir de n#importe quelle phrase, en rempla/ant au moins un nom dans
cette derni.re par trois points. De la phrase

$7% Robert est l#animal pr!f!r! de Sam.

nous obtenons les pr!dicats &… est l#animal pr!f!r! de Sam',&Robert est l#animal pr!f!r! de …' $ce qui,
pour des raisons de lisibilit!, est parfois transform! en &… est tel que Robert est son animal pr!f!r!'%
et 0nalement aussi le pr!dicat binaire &… est un animal pr!f!r! de '. Nous reviendrons plus tard
sur les particularit!s de ce troisi.me pr!dicat.

La caract!ristique logique la plus importante des pr!dicats est qu#ils peuvent (tre dits!rais d"certaines
choses. Le pr!dicat &… est un pingouin', par exemple, est vrai de tous les pingouins et n#est vrai de
rien d#autre. Nous appellerons l#ensemble de toutes les choses dont un pr!dicat est vrai l #extensio$
de ce pr!dicat. L#extension du pr!dicat &… est un pingouin', par exemple, est l#ensemble de tous les
pingouins, l#extension du pr!dicat &… est un pingouin heureux' est l#ensemble de tous les pingouins
heureux $qui est un sous"ensemble de l#ensemble de tous les pingouins% et ainsi de suite. L#extension
d#un pr!dicat peut contenir un seul ou m(me aucun membre. L#extension de &… est un satellite de la
terre' ne contient que la lune, et l#extension de &… est une licorne' est l#ensemble vide .

· · ·

∅

1C#est pour cette raison que nous appelons les pr!dicats &pr!dicatifs' ou, suivant Frege, &insatur!s'.
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L#extension joue le m(me r1le pour les pr!dicats que la valeur de v!rit! pour les phrases : dans une
logique extensionnelle, on ne s#int!resse qu#aux extensions des pr!dicats, aux d!notations des termes
singuliers et * la valeur de v!rit! des phrases. En logique des pr!dicats, une phrase singuli.re simple
sera vraie si et seulement si la d!notation $ou le r!f!rent% du terme singulier appartient * l#ensemble qui
est l#extension du pr!dicat.&Sam est un pinguin heureux', par exemple, est vrai si et seulement si Sam
$le r!f!rent de &Sam'% est un membre de l#ensemble de tous les pingouins heureux $qui est l#extension
du pr!dicat & est un pingouin heureux'%.x

9.2 "tre vrai et #tre vrai de

Pour dire qu#une phrase ouverte est satisfaite par $ou vraie d#% un certain individu, nous formons ce
que nous appellerons une%phrase  singuli&re'. Une phrase singuli.re est une phrase qui contient un nom
d#au moins un individu particulier et pr!dique un pr!dicat de cet individu $ou une relation de plusieurs
individus%.2 Pour dire que Sam est triste, par exemple, nous disons que Sam satisfait la phrase ouverte
&… est triste' ou que cette phrase ouverte est vraie de Sam. Pour d!signer Sam nous utilisons dans
la logique des pr!dicats ce qu#on appelle une %constante  individue(e', par exemple & '. Pour dire que

satisfait la phrase ouverte & ', nous appliquons la fonction repr!sent!e par & ' * un argument,
repr!sent! par une constante individuelle :

a
a Fx Fx

$8%

$

Fa

8% est la forme g!n!rale d#une phrase simple dans la logique des pr!dicats et consiste de trois !l!ments :
un constante individuelle $un terme singulier, & '%, un pr!dicat $& '%, et l#application de la fonction
d!not!e par & ' * l#argument $repr!sent!e par la juxtaposition de & ' et & '%.

Selon son interpr!tation freg!enne, la phrase singuli.re $

a Fx
Fx a F a

8% d!signe la valeur de la fonction pour
l#argument ) comme les pr!dicats sont des fonctions d#individus * des valeurs de v!rit!, cette valeur
est v, le Vrai, si Sam est triste, et elle est f, le Faux, s#il n#est pas le cas que Sam est triste.

Il y a cependant d#autres phrases que les phrases singuli.res. Quand je dis que tous les pingouins sont
heureux, par exemple, ou qu#il y a un philosophe irlandais, je ne parle d#aucun pingouin et d#aucun
philosophe en particulier. Il n#y a pas d#individu sp!ci0que dont je pr!dique (tre un pingouin heureux
ou un philosophe irlandais. Nous appellerons de telles phrases qui ne sont pas singuli.res des %phrases
g)n)rales'.

C#est pour le traitement des phrases g!n!rales que nous utilisons des quanti0cateurs et des variables.
Pour dire que le pr!dicat & est un philosophe irlandais' est vrai d#au moins une chose, je quanti0e
existentiellement sur l#occurrence de la variable & ' dans cette phrase ouverte, obtenant &

Fx
a

x
x ∃x( est

un philosophe irlandais'. Pour dire que le pr!dicat & est heureux' est vrai de tous les pingouins, je
coordonne l#occurrence de & ' dans & est un philosophe irlandais' avec l#occurrence de & ' dans &
est un pingouin' en quanti0ant les deux occurrences par le m*m"quanti0cateur :&

x
x

x x x x
∀x( est un pingouinx

→ est heureuxx '.

Utilisant les m(mes signes que pour les connecteurs propositionnelles, nous pouvons former des pr!"
dicats complexes * partir des pr!dicats simples, rempla/ant les conditions de v!rit! $pour des phrases%

)

2Nous appelons &individu' n#importe quelle chose d!not!e par une constante individuelle. M(me si normalement nos indi"
vidus sont des &substances premi.res' dans le sens Aristot!licien du terme $Sam, sa maison, ses dents et le bout de viande qui
se trouve entre eux%, rien ne nous emp(che de traiter comme individus des !v.nements $son mariage%, des tropes $la blancheur
non"r!p!table de son visave%, des esp.ces $homo sapiens sapiens% ou substances secondes $l#humanit!%.
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par des conditions de satisfaction $pour des pr!dicats% :3

C¬ : Un objet satisfait &a ¬ ' si et seulement si ne satisfait pas & '.Fx a Fx

C∧ : Un objet satisfait &a Fx ∧ ' si et seulement si satisfait & ' et satisfait & '.Gx a Fx a Gx

C∨ : Un objet satisfait &a Fx ∨ ' si et seulement si soit satisfait & ', soit satisfait & '.Gx a Fx a Gx

C → : Un objet satisfait &a Fx → ' si et seulement si soit ne satisfait pas & ', soit satisfait
& '.

Gx a Fx a
Gx

C ↔ : Un objet satisfait &a Fx ↔ ' si et seulement si soit satisfait & ' et & ', soit ne satisfait
ni & ' ni & '.

Au niveau de leurs extensions, ces conditions de satisfaction correspondent * des op!rations entre
des ensemble : la n!gation d#un pr!dicat aura comme extension le compl)men+ du pr!dicat ni!, la
conjonction l#intersection des extensions des deux disjoints et la disjonction leur union.

Comme les phrases ouvertes ne sont ni vraies ni fausses, mais seulement vraies ou fausses d" certains
objets, la s!mantique des connecteurs qui les relient ne peut pas (tre donn!e par des tables de v!rit!.
C#est pourquoi nous utilisons un autre concept fondamental de la s!mantique, celui de satisfaction,
pour expliquer leur signi0cation : la condition C

Gx a Fx Gx
Fx Gx

, par exemple, donne la signi0cation $c#est"*"dire
les conditions de satisfaction% du pr!dicat complexe &

∧
Fx ∨ ' sur la base de la signi0cation $les

conditions de satisfactions% des deux pr!dicats simples & ' et & '.4

La condition C

Gx
Fx Gx

* une importance particuli.re. C#est elle qui garantit que nos pr!dicats $comme nous
l#avons d!j* remarqu! * la p.

¬
154% sont enti.rement d!0nis : que pour tout objet dont nous voulons

parler, le pr!dicat en question est ou bien vrai de cet objet ou bien faux de cet objet. Ceci nous oblige,
par exemple, de compter comme faux des phrases comme &C!sar est impair', et comme vrai des
phrases comme &Il n#est pas le cas que C!sar est impair' et &Soit C!sar est impair soit il ne l#est pas'.

9.3 La formalisation dans la logique des pr!dicats

La combinaison avec un nom n#est pas la seule mani.re dont une phrase ouverte peut devenir une
phrase et (tre vraie ou fausse. Consid!rons les phrases suivantes :

A1 Tous les philosophes sont mortels.

B1 Il n#y a rien d#enti.rement noir qui est enti.rement rouge.

C1 Quelques pingouins sont heureux.

D1 Quelques animaux ne sont pas des pingouins.

Les phrases A1 * D1 sont compl.tes mais ne contiennent pas de nom : elles expriment des phrases
g!n!rales $qui correspondent aux quatre types de phrases cat!gorielles !tudi!s en syllogistique%. Nous
discernons des connecteurs, par exemple une n!gation dans D1. Ces connecteurs, cependant, ne
relient pas des phrases enti.res mais des pr!dicats, des phrases ouvertes. Quels sont les connecteurs
dans A1 et B1 ? Les r!formulations suivantes nous montrent qu#il s#agit des implications $A1 et B1% et
des conjonctions $C1 et D1% :

A2 Si quelqu#un est un philosophe, alors il est mortel.

B2 Si une chose est enti.rement noir, alors elle n#est pas enti.rement rouge.

3Nous ferons ceci avec beaucoup plus de rigueur dans le ch. 10.2, utilisant la notion cl! d#&interpr!tation'.

4Comme dans le cas des phrases, nous voulons * strictement parler donner les conditions de satisfaction pour n#importe  quel
pr!dicat conjonctif, quoi que soit sa complexit! logique. C#est pourquoi nous utiliserons des lettres grecques $&φ(x ', &) ψ(x, y '
etc.% dans notre traitement rigoureux dans la prochaine le/on.

)
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C2 Il y a au moins un pingouin et il est heureux.

D2 Il y a au moins un animal et il n#est pas un pingouin.

A2 *D2 nous montrent !galement que les phrases ouvertes li!es par des connecteurs ne peuvent pas
(tre !valu!es de mani.re ind!pendante des autres, puisqu#elles contiennent des pronoms $&il' dans A2,
C2 et dans D2, &elle' dans B2% qui d!pendent, pour leurs valeurs s!mantiques, de leurs ant!c!dents
dans le reste de la phrase.Ces pronoms, comme nous le verrons plus tard, correspondent * des variables
dont les valeurs sont coordonn!es par le quanti0cateur qui les gouverne.

Si nous interpr!tons nos phrases mod.les * l#aide de la notion de satisfaction, nous obtenons les phrases
m!talinguistiques suivantes :

A3 Toutes les choses qui satisfont &… est un philosophe' satisfont !galement &… est mortel'.

B3 Toutes les choses qui satisfont &… est enti.rement noir' ne satisfont pas &… est enti.rement
rouge'.

C3 Il y a des choses qui satisfont &… est un pingouin' et &… est heureux'.

D3 Il y a des choses qui satisfont &… est un animal', mais qui ne satisfont pas &… est un pingouin'.

Toutes ces phrases commencent par une tournure que nous appellerons &quanti0cateur' : pour expri"
mer des quanti0cateurs, nous pr!f!rons normalement les tournures suivantes, qui r!duisent le nombre
de tournures 2logiques# de quatre $&tous', &quelques', &aucun', &quelques ne … pas'% * deux $&tous' et
&il y a'% :

A4 Tout ce qui est un philosophe est mortel.

B4 Tout ce qui est enti.rement noir n#est pas enti.rement rouge.

C4 Il y a des pingouins heureux.

D4 Il y a des animaux qui ne sont pas des pingouins.

Suivant le mod.le de A2 * D2, nous pouvons introduire des variables pour remplacer les pronoms et
rendre perspicace la mani.re dont les phrases ouvertes sont li!es par des connecteurs :

A5 Pour tout , si est un philosophe, alors est mortel.x x x

B5 Pour tout , si est enti.rement noir, alors n#est pas enti.rement rouge.x x x

C5 Il y a des tels que est un pingouin et est heureux.x x x

D5 Il y a des tels que est un animal et n#est pas un pingouin.

Nous retrouvons des connecteurs propositionnels $&

x x x

' dans $A5% et $B5%, & ' dans $C5% et $D5%, & '
dans $B5% et $D5%% qui ne relient pas des phrases, mais des phrases ouvertes. Le r!sultat de leur appli"
cation * des phrases ouvertes est une autre phrase ouverte, logiquement complexe ) les connecteurs
propositionnels forment des pr!dicats complexes * partir de pr!dicats plus simples.

Bien qu#elles ne contiennent pas de noms, les phrases $A1% * $D1% $et $A2% * $D2% etc.% sont n!anmoins
compl.tes : elles peuvent (tre vraies ou fausses et n#ont pas besoin d#(tre compl!t!es par des noms. Le
m!canisme qui en est responsable est appel!%quanti,cation' et repr!sent! par les deux tournures &pour
tout' $abr!g!e par & ' et appel!e &quanti0cateur universel'% et &il existe au moins un' $abr!g!e par & '
et appel!e &quanti0cateur existentiel'%.5 Ces quanti0cateurs prennent une phrase ouverte et forment
une phrase compl.te, exprimant que tous ou certains objets satisfont les phrases ouvertes en question.
La traduction de nos exemples serait la suivante :

→ ∧ ¬

∀ ∃

A6 ∀ $si est un philosophe, alors est mortel%x x x

5Il existe d#autres mani.res d#abr!ger les quanti0cateurs. Pour le quanti0cateur universel, on utilise parfois &(x)(. . . x . . . ',
&

)W
x(. . . x . . . ' et, en la notation dite &polonaise',&) Πx(. . . x . . . ' au lieu de &) ∀x(. . . x . . . '. Pour le quanti0cateur existentiel,

on trouve &
)

E(x)(. . . x . . . ', &)
V

x(. . . x . . . ' et &) Σx(. . . x . . . ' * la place de &) ∃x(. . . x . . . '.)
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B6 ∀ $si est enti.rement noir, alors n#est pas enti.rement rouge%x x x

C6 ∃ $ est un pingouin et est heureux%.x x x

D6 ∃ $ est un animal et n#est pas un pingouin%

En introduisant les connecteurs et en abr!geant les pr!dicats, nous obtenons les phrases suivantes
comme r!sultat 0nal de notre essai de formalisation :6

x x x

A7 ∀x Ph( (x) M→ (x))

B7 ∀x noir( (x) rouge→ ¬ (x))

C7 ∃x P( (x) H∧ (x))

D7 ∃x A( (x) P∧ ¬ (x

Nous observons que nous pouvons appliquer les transformations habituelles aux connecteurs reliant les
phrases ouvertes. Les lois de Morgan, la d!0nition de &

))

' en termes de & ' et de & ' et l#!limination
de la double n!gation nous assurent, par exemple, que les phrases suivantes sont s!mantiquement
!quivalentes aux phrases A7, B7, C7 et D7 respectivement :

→ ∨ ¬

A8 ∀x ¬ Ph( (x) M∧ ¬ (x))

B8 ∀x ¬ noir( (x) rouge∧ (x))

C8 ∃x ¬( P¬ (x) H∨ ¬ (x))

D8 ∃x ¬( A¬ (x) P∨ (x

Il est important de distinguer les n!gations internes, qui portent sur les phrases ouvertes, des n!gations
externes, qui portent sur des phrases compl.tes. Qu#est"ce qui arrive si nous ajoutons des n!gations
externes * ces phrases ? La n!gation de A8, par exemple, dirait qu#il n#est pas le cas que tous les

))

sont tels qu#ils sont ni philosophes ni immortels ) qu#il y a, par cons!quent, au moins un qui n#est
ni philosophe ni immortel. La n!gation de C8 dirait qu#il n#y a pas de qui ne satisfait pas la phrase
ouverte & n#est pas un pingouin ou n#est pas heureux' ) et donc que tous les la satisfont, que tous
les sont soit autre que des pingouins, soit ne sont pas heureux.

Dans le langage de la logique de pr!dicats, nous distinguons les variables telles que & ', & ', & ', …
des constantes individuelles telles que & ', & ', &Maria', &Sam'. La di-!rence est que & ' et &Maria'
d!notent un individu particulier, tandis que & ' et & ' d!notent des individus &arbitraires'.7 Dans
le langage ordinaire, les pronoms, les expressions anaphoriques et des expressions comme &tel que'
correspondent aux variables. La formalisation d#une phrase du langage ordinaire dans la logique des
pr!dicats se fait donc en deux !tapes :

x
x

x
x x x

x

x y z
a b a

x y

1. Nous construisons d#abord une phrase synonyme qui repr!sente plus clairement la forme logique
de la phrase initiale :

&Tout existe.' &Toute chose est telle qu#elle existe.'

&Tout homme est mortel.' &Tout est tel que si c#est un homme, il est mortel.'

&Sam entre et rit.' &Il y a quelque chose tel que cette chose est Sam et

cette chose entre et rit.'

!

!

!

2. Nous introduisons ensuite des variables pour rendre ces d!pendances encore plus explicites :

6Nous utilisons &Ph(x ' pour &… est un philosophe', &M) (x ' pour &… est mortel', &rouge) (x ' pour &… est enti.rement
rouge', &noir

)
(x ' pour &… est enti.rement noir', &A) (x ' pour &… est un animal', &P) (x ' pour &… est un pingouin' et &H) (x '

pour &… est heureux'.

7Nous reviendrons sur cette notion probl!matique d#&individu arbitraire' au ch.

)

11.4.
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&Toute chose est telle qu#elle existe.' ! ∀x( existex

&Tout est tel que si c#est un homme, il est mortel.'

)

! ∀x( est un hommex → est mortelx

&Il y a qqch. tel qui est Sam, entre et rit.'

)

! ∃x(x Sam= ∧ entrex ∧ ritx

Nous remarquons une !quivalence s!mantique propre aux quanti0cateurs : dire que tous les pingouins
sont heureux revient * dire qu#il n#y a pas de pingouins qui ne sont pas heureux ; dire qu#il y a des
pingouin romantiques revient * dire qu#il n#est pas le cas qu#aucun pingouin n#est romantique. Tous les

)

sont si et seulement s#il n#y a pas de qui n#est pas . Il y a un si seulement s#il n#est pas le cas que
toutes les choses soient
F G F G F

¬ . Une phrase de la m(me forme que &F ∀x(. . . x . . . ' est donc !quivalente
s!mantiquement * une phrase de la m(me forme que &

)
¬∃x¬(. . . x . . . ', et le m(me raisonnement

vaut pour les phrases de la m(me forme que &
)

∃x(. . . x . . . ' et de &) ¬∀x¬(. . . x . . . '. Il n#!tait donc
pas n!cessaire d#introduire les deux quanti0cateurs dans le lenage : l#introduction d#un seul aurait d!j*
nous donn!e les ressources pour d!0nir l#autre.8

Cette &dualit!' des quanti0cateurs s#explique par leurs relations * des conjonctions et disjonctions.
L#a3rmation universelle, de tous les pingouins, qu#ils sont heureux revient * dire que

)

$le plus petit
pingouin% est heureux e+ que est heureux, …e+ que

a
b a $le plus grand pingouin% est !galement

heureux. De la m(me mani.re, une a3rmation existentielle correspond * une disjonction : dire qu#il y
ait un pingouin heureux revient * dire que soit le premier, soit le deuxi.me, soit le

100023

"i.me est heureux.9

La dualit! des quanti0cateur peut donc (tre vu comme 2extension# de la dualit! entre conjonction
et disjonction, captur!e par les lois de Morgan : comme nous pouvons 2faire entrer# une n!gation *
une conjonction si nous nions les conjoints et en font la disjonction, nous pouvons 2faire entrer# une
n!gation * une quanti0cation universelle si nous nions la phrase quanti0!e et la quanti0ons existen"
tiellement : comme

n

correspond * , correspond * . Sch!matiquement, en utilisant∧ ¬∨¬ ∀ ¬∃¬ !φ(x)
comme nom de n#importe quelle phrase qui contient une occurrence de la variable &

"
', nous obtenonsx

8Nous avons remarqu! un ph!nom.ne similaire dans la logique propositionnelle dans le ch. 3.7.

9Cette &correspondance' est compliqu!e par deux facteurs : elle n#est valide que pour les domaines de quanti0cation 0nis,
premi.rement, et pr!suppose une &condition de cl1ture' deuxi.ment. S#il y avait une in0nit! de pingouins, en e-et, la &conjonc"
tion' ou &disjonction' devenait in0nie, ce qui est exclut par notre d!0nition de &formule bien form!' pour le langage de la
logique des pr!dicats $cf. d!f. 45 * la p. 179%. La n!cessit! d#une condition de clot4re devient !vidente quand on consid.re que
les inf!rences

$9%
Ga ∧Gb ∧ . . . ∧Gz
∀x(Fx → Gx

et

)

$10%
∃x(Fx ∧Gx)

Ga ∨Gb ∨ . . . ∨
ne sont pas valides, m(me si nous r!uississons en e-et d#enum!rer tous les par & ', & ', …, & '. La raison pour ceci est
simplement qu#il est toujours possible qu#il y ait plus de que ceux qui existent en r!alit!, et que nous requ!rons pour la
validit! la transmission n)cessair" de la v!rit! des pr!misses * la conclusion. Nous sommes donc oblig!s de rajouter une pr!misse
suppl!mentaire aux deux inf!rences, stipulant que notre !numeration est en e-et exhaustive :

Gz

F a b z
F

$11%
Ga ∧Gb ∧ . . . ∧Gz

∀x(Fx → (x ! a ∨ x ! b ∨ . . . ∨ x ! z))

∀x(Fx → Gx)

$12%
∃x(Fx ∧Gx)

∀x(Fx → (x ! a ∨ x ! b ∨ . . . ∨ x ! z))

Ga ∨Gb ∨ . . . ∨Gz
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ceci :

!∀x (φ(x))" ⇐⇒ !¬∃x ¬(φ(x))"
!∃x (φ(x))" ⇐⇒ !¬∀x ¬(φ(x))

En nous servant des n!gations dites &externes', qui portent sur des phrases compl.tes, nous pouvons
donc formaliser les quatre phrases consid!r!es * l#aide d#un seul quanti0cateur :

"

A9 ∀x Ph( (x) M→ (x A10)) ¬∃x Ph( (x) M∧ ¬ (x
B9

))
∀x noir( (x) rouge→ ¬ (x B10)) ¬∃x noir( (x) rouge∧ (x

C9
))

¬∀x P( (x) H→ ¬ (x C10)) ∃x P( (x) H∧ (x
D9

))
¬∀x A( (x) P→ (x D10)) ∃x A( (x) P∧ ¬ (x

L#!quivalence s!mantique entre &

))

∀x(. . . x . . . ' et &) ¬∃x¬(. . . x . . . ' a une autre cons!quence : elle
implique que le quanti0cateur universel n#a pas d#2engagement existentiel# ) que nous ne pouvons pas
conclure du fait que tous les

)

sont qu#il y a des .10 Cela s#explique par l#!quivalence mentionn!e :
s#il  n#y a pas de , il n#y a pas de qui sont et il n#y a pas non plus de qui sont

F G F
F F G F ¬ . Par

cons!quent &
G

¬∃x(Fx ∧ Gx ' et &) ¬∃x(Fx ∧ ¬Gx ' sont des phrases vraies. Ces phrases, cependant,
sont !quivalentes * &

)
∀x(Fx → ¬Gx ' et * &) ∀x(Fx → Gx ' respectivement. ,tant donn! qu#il n#y a

pas de licornes, &toutes les licornes sont bleues' et &toutes les licornes ne sont pas bleues' sont deux
phrases !galement vraies.

Il est donc signi0catif que nous formalisions &tous les

)

sont '  par &F G ∀x(Fx → Gx ', utilisant
l#implication pour restreindre le choix des

)
en question. Il est !galement signi0catif que nous for"

malisons &il y a des qui sont des ' ou &quelques sont des ' par &
x

F G F G ∃x(Fx ∧ Gx ', utilisant la
conjonction plut1t que, par exemple, l#implication.,tant donn! l#interd!0nissabilit! des connecteurs,
&

)

∃x(Fx → Gx ' est !quivalente * &) ∃x(¬Fx ∨Gx ', une phrase qui n#a3rme pas qu#il y a des) .F

9.4 Probl$mes de formalisation

Vu le gain en expressivit!, la formalisation en logique des pr!dicats est plus di3cile que celle en
logique propositionelle. Consid!rons par exemple le ph!nom.ne de g!n!ralit! multiple $ch. 8.6%. La
formalisation des phrases du langage ordinaire exhibant une g!n!ralit! multiple en termes d#une langue
de la logique de pr!dicats est souvent compliqu!e par le fait que le langage ordinaire contient beaucoup
d#occurrences d#une g!n!ralit! implicite, comme dans l#exemple suivant :

i( ) Toutes les 0lles bien"!lev!es aiment un prince.

Compar!e * d#autres phrases comme &toutes les 0lles bien"!lev!es aiment leur p.re' vs. &toutes les
0lles bien"!lev!es aiment leurs p.res', i n#est pas ambig5e entre &( ) et , mais plut1t entre les deux
phrases suivantes :

∀∃ ∃∀

i( ′) ∀x((Fx ∧Bx) → ∃y(Py ∧Axy toutes les 0lles bien"!lev!es aiment quelque prince
i

))
( ′′) ∀x((Fx ∧Bx) → ∀y(Py → Axy toutes les 0lles bien"!lev!es aiment n#importe quel prince

Pour illustrer d#autres di3cult!s, consid!rons les raisonnements fallacieux suivants :

))

F1 Bleu est la couleur du ciel. La couleur du ciel change. Donc bleu change.

10Nous avons vu * la p. 145 que ce charact!ristique distingue la logique des pr!dicats de la syllogistique.
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F2 Les ap1tres sont douze. Jean est un ap1tre. Donc Jean est douze.

F3 Les hommes sont diss!min!s un peu partout sur la Terre. Jacques est un homme. Donc Jacques
est diss!min! un peu partout sur la Terre.

A propos de la premi.re inf!rence $F1%, il faut faire la distinction entre descriptions d!0nis et noms
propres, puisque c#!taient pr!cis!ment des exemples comme celui"ci qui avaient motiv!s Bertrand
Russell $1905% pour sa th!orie des descriptions d!0nis $traduction fran/aise : Russell $1989a%%.

L#inf!rence $F1% est valide dans la logique des pr!dicats standard si nous la formalisons comme suit :11

$13%
bleu la couleur de ciel

change$la couleur du ciel%
change$bleu%

$

#

13% est valide parce qu#une et la m(me chose ne peut pas satisfaire et en m(me temps ne pas satisfaire
la m(me phrase ouverte &… change'. La th!orie des descriptions d!0nis de Russell nous conseille,
cependant, de ne pas formaliser la premi.re pr!misse comme l#a3rmation d#une identit!, &bleu la
couleur de ciel', mais comme une pr!dication &la couleur de ciel$bleu%' ) disant de la couleur bleu $une
propri!t!%, qu#elle satisfait la phrase ouverte &… est la couleur de ciel'. Plus g!n!ralement, Russell nous
conseille de formaliser une description d!0nie comme &le roi de la France' comme suit

&Le roi de la France est chauve.'

#

! ∃!x( est roi de la Francex ∧ est chauvex 12

Cette formalisation a l#avantage consid!rable de nous permettre une distinction entre deux interpr!"
tations de &Le roi de la France n#est pas chauve', une qui implique qu#il est poilu $et donc existe%, une
autre qui dit seulement que la phrase &le roi de la France est chauve' est fausse :

&Le roi de la France, il n#est pas chauve.'

)

! ∃!x( est roi de la Francex ∧ ¬( est chauvex

&Il n#est pas le cas que : le rdF est chauve.'

))

! ¬∃!x( est roi de la Francex ∧ est chauvex

Un terme singulier est une expression qui d!signe exactement un objet ; selon la classi0cation tradi"
tionnelle d#Aristote, c#est ce dont quelque chose $un pr!dicat% est pr!diqu! ou dit et ce qui ne peut pas
(tre dit d#autre chose $de la mani.re d#un pr!dicat%. Le propre d#un terme singulier est sa relation de
d!signation ou de r!f!rence * un et un seul objet pr!cis. Parmi les termes singuliers, la philosophie du
langage distingue au moins trois sous"esp.ces d#expressions : un nom propre, comme &Sam' ou &Paris',
est une expression qui se r!f.re &directement' * un objet ;13 une expression indexicale, comme &ceci',
&je' ou &maintenant', d!signe son r!f!rent par l#interm!diaire d#un contexte d#!nonciation ;14 et une
description d!0nie comme &le roi actuel de France' et &l#homme dans le coin' d!signe au moyen de
son contenu 2descriptif # $le pr!dicat * l#aide duquel il est form!,&… est le roi actuel de France',&… est

)

11Il faut remarquer, cependant, que la logique des pr!dicats standard ne consid.re que des pr!dicats de premier ordre. La
formalisation donn!e est donc incorrecte pour plus d#une raison.

12Nous utilisons ici &∃!x(φ(x ' pour dire qu#il existe exactemen+une chose qui)) . Dans le langage naturel,&il y a un qui … …'
est souvent ambig5e entre &

φ x
∃x(φ(x ' et &)) ∃!x(φ(x '. Dans le cas de &il y a un philosophe irlandais', la bonne formulation

utilise &
))

', dans &il a un enfant' elle utilise &∃ ∃ ', mais &il a fait une faute' $sans intonation particuli.re% peut (tre ambig5e entre
les deux.

13Ceci a !t! contest!e par beaucoup de philosophes de langage, en particulier par

!

Frege $1892b% $traduction fran/aise : Frege
$1971%%. Je suis ici la th.se c!l.bre de Saul Kripke $1972% que les noms sont des &d!signateurs rigides' $traduction fran/aise :
Kripke $1982%%.

14Ceci, au moins, d#apr.s l#analyse classique et commun!ment accept! qu#en a donn! David Kaplan $1989%.
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l#homme dans le coin'%. En logique des pr!dicats, nous ne formalisons par des constantes individuelles
que des noms propres.

Dans la deuxi.me inf!rence $F2%, nous avons a-aire * un pr!dicat num!rique &… sont douze', qui
pose les m(mes probl.mes que le pr!dicat &… existe' $cf. le ch. 8.5%. Nous ne pouvons donc pas les
formaliser comme pr!dicats ordinaires, puisque autrement l#inf!rence suivante serait valide :

$14%
∀x( est un ap1trex → est douze.

$…est un ap1tre% Jean

$…est douze% Jean

Comme &…existe', les pr!dicats num!riques doivent (tre formalis!s * l#aide du quanti0cateur existen"
tiel :

x

il y a au moins un F ! ∃x(Fx
il y a au maximum un

)
F ! ∀x∀y ((Fx ∧ Fy) → x # y

il y a exactement un
)

F ! ∃x (Fx ∧ ∀y (Fy → y # x 15

il y a au moins deux
))

F ! ∃x∃y (Fx ∧ Fy ∧ x *# y
il y a au maximum deux

)
F ! ∀x∀y∀z((Fx ∧ Fy ∧ Fz) → (x # y ∨ y # z ∨ x # z

il y a exactement deux
))

F ! ∃x∃y (Fx ∧ Fy ∧ x *# y ∧ ∀z (Fz → (x # z ∨ y # z
il y a au moins trois

)))
F ! ∃x∃y∃z (Fx ∧ Fy ∧ Fz ∧ x *# y ∧ x *# z ∧ y *# z

il y a exactement trois
)

F ! ∃x∃y∃z (Fx ∧ Fy ∧ Fz ∧ x *# y ∧ x *# z ∧ y *# z∧
∀w(Fw → (w # x ∨ w # y ∨ w # z

La troisi.me inf!rence $F3%, 0nalement, est la plus di3cile * exclure : le diagnostic est que&… (tre
diss!min!' est un pr!dicat 2collectif # qui s#applique * une pluralit! et ne peut pas (tre d!0ni en termes
de pr!dicats qui s#appliquent aux membres de cette pluralit!.16 Consid!rons les exemples suivants :

)))

Russell et Whitehead sont des hommes. Russell est un homme
Whitehead est un homme

Russell et Whitehead ont !crit les Principia. Russell a !crit les Principia
Whitehead a !crit les Principia

Le fait que la deuxi.me !quivalence ne fonctionne pas montre que &… a !crit les Principia', contraire"
ment a &… est un homme', est un pr!dicat collectif : (tre co"auteur ne veut pas dire (tre auteur, mais
(tre membre d#un collectif d#hommes veut dire (tre un homme. C#est parce qu#il s#agit d#un pr!dicat
collectif que nous ne pouvons pas formaliser la premi.re pr!misse de $F3% comme :

⇔ ∧

*⇔ ∧

∀x ( est un hommex → est diss!min! un peu partout sur la Terrex )

9.5 Une classi%cation des expressions

La logique propositionnelle, nous l#avons dit, traite des phrases et des connecteurs, la logique des pr!"
dicats traite des pr!dicats, des quanti0cateurs et des constantes individuelles. Nous avons !galement
dit qu#une phrase est ce qui est exprim! par une phrase compl.te qui peut (tre vraie ou fausse et qu#un
pr!dicat est tir! d#une phrase apr.s l#e-acement d#un ou de plusieurs noms. Nous devons maintenant
(tre un peu plus pr!cis.

16A la suite de Boolos $1984%, di-!rents auteurs ont d!velopp! une &logique plurielle', qui introduit des constantes individuelles
pour des pluralit!s $cf. par. ex. McKay 2006%. Nous reviendrons sur cette &quanti0cation plurielle' au ch. 12.7.
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La notion de proposition, qui est une notion philosophique, ne co6ncide pas avec la notion de phrase,
qui est une notion grammaticale. Une phrase peut (tre compl.te du point de vue grammatical sans
pour autant exprimer une proposition : &J#ai faim', pour (tre vraie ou fausse, a besoin d#(tre compl!t!e
par le contexte de l#!nonciation pour attribuer une r!f!rence indexicale * &je'; dans certains contextes,
cette phrase exprime la phrase qu#un certain individu, , a faim, dans d#autres qu#un autre individu,
, a faim. Une phrase peut aussi (tre complexe et ainsi exprimer une phrase complexe qui contient

plusieurs phrases simples. Le crit.re d#identi0cation des phrases est leur capacit! * (tre vraies ou
fausses. Parall.lement * ce crit.re s!mantique, il existe un crit.re purement syntaxique : une phrase
$au sens logique% est une entit! linguistique qui peut (tre combin!e avec une n!gation externe $&il n#est
pas le cas que …'%.

Les di-!rences entre les points de vue grammatical et logique se multiplient quand on prend en compte
la structure interne des phrases, comme nous le faisons dans la logique des pr!dicats. La grammaire
classique distingue des noms propres, des noms communs, des verbes, des particules, des pr!positions,
des adverbes et des adjectifs. La logique des pr!dicats ne reconna7t, cependant, que des connecteurs
propositionnels, des quanti0cateurs, des pr!dicats et des termes singuliers. Les connecteurs sont les
concepts formels qui nous servent * former des phrases complexes * partir de phrases simples. Un
pr!dicat est une expression qui nous sert * attribuer une propri!t!. Cette propri!t! peut (tre une pro"
pri!t! d#une ou de plusieurs choses ; un pr!dicat unaire $qui r!sulte d#une phrase en e-a/ant $plusieurs
occurrences d#% un seul nom% attribue une propri!t! monadique, un pr!dicat binaire $tertiaire, …% une
propri!t! relationnelle. Syntaxiquement, un pr!dicat est une expression qui peut (tre combin!e avec
une n!gation 2interne#, &… n#est pas tel que …', qui prend un pr!dicat $dans sa deuxi.me position% et
en fait un autre.

Une repr!sentation claire et exhaustive de repr!senter ces di-!rences grammaticales nous est fournie
par la grammaire dite &cat!gorielle' $cf.

a
b

Gardies 1975% qui repr!sente les phrases par & ' et les termes
singuliers par & '. Nous pouvons dire qu#un connecteur propositionnel binaire est une expression de
la cat!gorie S

S
N
SS, parce qu#il prend deux phrases pour en faire une, plus complexe :17/

Il pleut et Je suis triste
S S SS S

Il pleut et je suis triste
S

Les autres connecteurs propositionnels binaires,&ou',&si"alors',&si et seulement si', s#appliquent !ga"
lement * deux phrases et en forment une phrase complexe. La n!gation externe s#applique cependant
qu#* une seule phrase et est donc du type S S.

Un pr!dicat unaire, d#apr.s notre d!0nition, est une expression qui forme, avec un terme singulier,
une phrase compl.te, ce qui correspond au type S N :

/

/

/

Sam … est triste
N S N

Sam est triste.
S

Les pr!dicats binaires seront du type S NN, les pr!dicats ternaires du type S NNN et ainsi de suite.
Cette notation nous montre comment un pr!dicat binaire, combin! avec un seul terme singulier,
devient un pr!dicat unaire $dit &relationnel', parce qu#il est obtenu d#une relation% :

/

/ /

17Un avantage de la notation de la grammaire cat!gorielle est qu#elle nous permet de calculer le type syntaxique de la
juxtaposition de deux expressions arbitraires : la combinaison d#une expression du type S SS avec deux expressions du type S
serait du type S. La combinaison d#une telle expression avec une expression du type N sera mal"form!e.

/
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Sam … aime Maria
S

· · ·
NN N

… aime Maria
N S N

Sam aime Maria
S

L#expression & … aime

/

/

' du type S· · · NN a !t! partiellement compl!t!e par le nom &Maria' $du
type N%, ce qui produit une expression du type S N. La relation exprim!e par &… aime

/
/ ' est une

propri!t! de la paire Sam, Maria , mais la propri!t! monadique exprim!e par &… aime Maria' est
une propri!t! de Sam.

La grammaire cat!gorielle nous permet aussi de symboliser l#autre usage que nous avons fait des
connecteurs qui !tait de relier non pas des phrases ou phrases compl.tes, mais des phrases ouvertes :

· · ·
〈 〉

Sam … est triste et … mari!
S N S N S N S N S N

… est triste et mari!
N S N

Sam est triste et mari!
S

Le connecteur &

/ ( / )/( / )( / ) /

/

' dans cette phrase est du type∧ S N S N S N ) il prend deux phrases ouvertes
et en forme une phrase ouverte.

La grammaire cat!gorielle nous permet de repr!senter facilement des pr!dicats de deuxi.me et troi"
si.me ordre. Un pr!dicat est dit &de premier ordre' s#il s#applique * des noms d#objets, c#est"*"dire *
des expressions qui repr!sentent des choses qui ne sont ni des propri!t!s ni des relations, mais des
individus. C#est de ces pr!dicats que l#on a parl! jusqu#* maintenant. Un pr!dicat de deuxi.me ordre
est un pr!dicat qui s#applique * des propri!t!s et * des relations et qui se combine avec des pr!dicats
) les expressions, par exemple, &… est un pr!dicat' et &… s#applique * un nom d#un objet pour former
une phrase' sont des pr!dicats de deuxi.me ordre. Comme un pr!dicat $unaire% de premier ordre est
du type S N, un pr!dicat de deuxi.me ordre sera du type S S N . Il y a !galement des pr!dicats de
troisi.me ordre $S S S N %, de quatri.me ordre, etc.

L#interpr!tation s!mantique des pr!dicats de deuxi.me et de troisi.me ordre se fait plus intuitivement
en termes d#ensembles. Supposons que la totalit! des choses pour lesquelles nous disposons de noms
ou dont nous voulons parler forme un ensemble

( / )/( / )( / )

/ /( / )
/( /( / ))

, notre univers  de  discours et notre domaine  d"
quanti,catio$. Un pr!dicat, nous l#avons vu, est vrai de certaines de ces choses ) son extension sera alors
un sous"ensemble de . Si nous identi0ons des pr!dicats ayant la m(me extension, nous pouvons dire
que n#importe quel sous"ensemble de $n#importe quel membre de

D

D
D P(D , c#est"*"dire de l#ensemble

de tous les sous"ensembles de
)

% d!0nit $ou correspond *% un pr!dicat ) le pr!dicat qui est vrai de tous
les objets et seulement des objets qui se trouvent dans le sous"ensemble de en question.18

Si les pr!dicats de premier ordre sont des membres de

D
D

P(D $les sous"ensembles de) %, les pr!dicats de
deuxi.me ordre sont des membres de

D
P(P(D ) ils sont vrais de certains pr!dicats $de certains sous"

ensembles de
))

% et faux d#autres ; ils ont donc comme extensions des ensembles de sous"ensembles.
Nous voyons par cette analogie que la similarit! entre les di-!rents ordres de pr!dicats et les di-!rents

D

18Dans le cas o+  ce sous"ensemble est 0ni, nous pouvons facilement formuler un tel pr!dicat comme une disjonction
d#identit!s : au sous"ensemble {a, b, c , par exemple, correspondra le pr!dicat &} (x ! a ∨ x ! b∨ ! c) ∧ ∀y((y &! a ∧ y &!
b ∧ y &! c) → y &! x '.)
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types dans la th!orie des ensembles n#est pas que super0cielle, mais qu#elle est bas!s sur une vraie
correspondence dans la grammaire cat!gorielle.

Cependant, les pr!dicats 2ordinaires# de deuxi.me ordre ne sont pas les seuls * tomber sous la cat!gorie
S S N : les autres expressions qui tombent sous ce type sont les quanti0cateurs de premier ordre.
Les quanti0cateurs prennent des phrases ouvertes pour en faire des phrases compl.tes. Les phrases
ouvertes peuvent (tre de di-!rents ordres, selon qu#elles sont vraies $ou fausses% d#objets ou vraies
$ou fausses% de pr!dicats ou vraies $ou fausses% de pr!dicats de pr!dicats etc. Les deux quanti0cateurs
de la logique des pr!dicats, le quanti0cateur universel &

/( / )

∀x(. . . x . . . ' et le quanti0cateur existentiel
&

)
∃x(. . . x . . . ', ne prennent que des pr!dicats ou phrases ouvertes de premier ordre ) ils quanti0ent

sur des objets et sont, pour cette raison, appel!s &objectuels' :
)

Il y a quelqu#un … est triste
S S N S N

Il y a quelqu#un qui est triste.
S

Les quanti0cateurs de premier ordre sont de la m(me cat!gorie que les pr!dicats de deuxi.me ordre.
Une logique ne contenant dans son langage que des quanti0cateurs qui s#appliquent * des phrases
ouvertes de premier ordre $et qui sont, en cons!quence, eux"m(mes de deuxi.me ordre% est appel!e
elle"m(me &de premier ordre'.La logique classique des pr!dicats est la logique des pr!dicats de premier
ordre et c#est elle que nous allons !tudier.

/( / ) /

9.6 Les quanti%cateurs

Nous avons vu comment nous pouvons nous servir du m!canisme de la quanti0cation pour exprimer
des phrases g!n!rales. Cette introduction de quanti0cateurs rend notre langage plus expressif. Suppo"
sons que nous voulons dire que tous les hommes sont mortels et l#exprimer dans notre langage. Vu qu#il
n#y a qu#un nombre 0ni d#hommes $pr!sents ou pass!s, au moins%, nous pourrions !noncer la longue
conjonction suivante :

Sylvie est mortelle Sam est mortel Marie est mortelle Rosemarie est

mortelle Jean"Claude est mortel Kevin est mortel Roberta est mortelle

John est mortel Claudia est mortelle Robert est mortel Philipp est mortel

∧ ∧ ∧
∧ ∧ ∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧

) une phrase certainement tr.s longue, mais 0nie et bien"form!e selon la logique propositionnelle. Si
nous arrivons * !num!rer tous les hommes, nous obtenons une phrase qui est vraie si et seulement si
tous les hommes sont mortels. N!anmoins, une telle proc!dure, en plus de son caract.re r!barbatif,
aurait au moins trois autres d!savantages majeurs :

. . .

1. La longue conjonction est !quivalente s!mantiquement * &tous les hommes sont mortels' seule"
ment s#il n#y a qu#un nombre 0ni d#hommes.

2. La longue conjonction est !quivalente s!mantiquement * &tous les hommes sont mortels' seule"
ment si tous les hommes ont des noms.

3. Lorsque nous parlons de tous les hommes, notre !nonciation a un aspect g!n!ral : nous ne
voulons pas dire qu#il  n#y a qu#un nombre 0ni d#hommes ou que nous connaissons un nom
pour chaque homme qui existe ou existait, mais nous voulons parler de la totalit! des hommes,
ind!pendamment des membres particuliers qu#elle contient.
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L#usage du quanti0cateur universel & ' ne tombe sous aucune de ces restrictions. Pour dire que tous
les hommes sont mortels, nous disons simplement :19

∀

$15% ∀x ( est un hommex → est mortelx

Dans la phrase $

)

15%, nous ne parlons d#aucun homme en particulier : le quanti0cateur universel prend
ses valeurs dans tout l#univers du discours. Nous notons deux cons!quences de cette g!n!ralit! : pre"
mi.rement, $15% est 2con0rm!e# par tous les pingouins ) parce que tout pingouin satisfait la phrase
ouverte & $¬ est un homme%x $∨ est mortel%'. Deuxi.mement, $x 15% est vraie s#il n#y a pas d#hommes ;
d4 * la signi0cation de & ', la phrase ouverte complexe est vraie de tout objet dont l#ant!c!dent est
faux.

M(me si notre langage est devenu plus expressif en incluant des variables et des quanti0cateurs, qu#est"
ce qui s#ensuit sur la logique ? Est"ce que nous serons toujours capable de formaliser comme valides les
inf!rences syllogistiques ? Revenons donc sur les inf!rences $

→

1%, $2% et $3%. En formalisant les pr!misses
et les conclusions dans la logique des pr!dicats, nous obtenons les inf!rences :

Tous les hommes sont mortels.
Tous les philosophes sont des hommes.

Tous les philosophes sont mortels. !

∀x ( est un hommex → est mortelx )
∀x ( est un philosophex → est un hommex )
∀x ( est un philosophex → est mortelx

Aucun philosophe n#est m!chant.
Quelques logiciens sont des philosophes.

Quelques logiciens ne sont pas m!chants.

)

!

¬∃x ( est un philosophex ∧ est m!chantx )
∃x ( est un logicienx ∧ est un philosophex )
∃x ( est un logicienx ∧ ¬( est m!chantx

Aucun philosophe n#est parfait.
Tous les philosophes sont des hommes.

Aucun homme est parfait.

))

!

¬∃x ( est un philosophex ∧ est parfaitx )
∀x ( est un philosophex → est un hommex )

¬∃x ( est un hommex ∧ est parfaitx

Nous pouvons facilement justi0er la validit! de ces trois inf!rences :

)

$1% : si nous choisissons, pour v!ri0er la conclusion, n#importe quel individu qui est un philosophe,
la deuxi.me pr!misse nous dit que cet individu est un homme et la premi.re pr!misse nous dit
qu#en cons!quence il est mortel ;

a

$2% : la deuxi.me pr!misse nous dit qu#il y a un objet, appelons"le ' ', qui est logicien et philosophe.
Si, contrairement * ce que dit la conclusion, ce n#!tait pas seulement un logicien, mais aussi
m!chant, alors il y aurait, contrairement * ce que dit la premi.re pr!misse, un philosophe m!"
chant.

a
a

$3% : S#il y avait un philosophe parfait, alors ce philosophe, par la deuxi.me pr!misse, serait un homme
et alors, par la premi.re pr!misse, il ne serait pas parfait. Donc il n#y a pas de philosophe parfait.

Le but de la prochaine le/on $10% est de formuler une s!mantique qui justi0e la validit! de ces sch!mas
d#inf!rences.

19Il y a plusieurs fa/ons de lire la phrase $15% :
1. Les hommes sont mortels.
2. Un humain est mortel.
3. Chaque homme est mortel.
4. Quiconque est un homme est mortel.

Nous utiliserons parfois la locution &tous les sont tels que, si est un homme, alors est mortel' qui rend plus visible la forme
logique.

x x x
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9.7 Le domaine de quanti%cation

La quanti0cation est intim!ment li!e au concept de &univers de discours' ou &domaine de quanti0ca"
tion'.&∀x(Fx ' signi0e que tous les !l!ments du domaine de quanti0cation ont la propri!t! exprim!e
par le pr!dicat &

)
' ; &Fx ∃x(Fx ' signi0e qu#il existe au moins un !l!ment du domaine de quanti0cation

qui a la propri!t! exprim!e par le pr!dicat &
)

'. Le domaine de quanti0cation est l#ensemble des
choses dont nous parlons20 ) les choses qui peuvent fournir des contre"exemples * nos assertions.

Le domaine de quanti0cation nous fournit une interpr!tation d#une variable sous une assignation.
Assigner une valeur * une variable revient * choisir un !l!ment du domaine de quanti0cation comme
valeur pour la variable.

Comme nous avons vu * la p.

Fx

152, la quanti0cation dans les langues naturelles est souvent restreinte :
quand je dis, par exemple, qu#il ne reste plus de bi.re, je ne parle pas de toutes les bi.res dans l#univers,
mais je dis plut1t qu#il n#y a plus de bi.res dans  mon  appartemen+ : je dis de toutes les choses dans
mon appartement qu#elles ne sont pas de bi.res. Dans la logique de pr!dicats, ceci correspond * une
conditionalisation de mon assertion : &∀x( est dans mon appartementx → ¬( est une bi.rex )x '. Il
est * remarquer que la quanti0cation dans cette assertion n#est  pas restreinte : l#a3rmation ne parle
pas seulement des choses dans mon appartement, mais de toutes les choses $et elle est, en plus, vraie
de toutes les choses qui ne sont pas dans mon appartement, m(me des bi.res qui se trouvent ailleurs%.
De mani.re analogue, la restriction de la quanti0cation existentielle se fait par une conjonction : la
formalisation de &

Pour !viter cette cons!quence, nous pouvons explicitement restreindre la quanti0cation, comme nous
faisons souvent en math!matique : quand je dis qu#il y ait un nombre entre 4 et 6, j#!crirait &

)

∃x ∈
N (4 < x < ', o+ le pr!dicat &6) x∈ ' n#est vraie que des nombres naturels.21

Points & retenir

N

1. La logique des pr!dicats formalise des inf!rences qui charact!risent la logique des quanti0ca"
teurs.

2. Une inf!rence de la logique de pr!dicats nous apprend qu#un pr!dicat est!rai d # une ou plusieurs
choses s#il est vrai de certaines choses.

3. La forme g!n!rale d#une phrase simple dans la logique de pr!dicats est & ' ) est consid!r!
comme une fonction qui prend une chose et donne une valeur de v!rit!.

Fa F

4. Les pr!dicats dans la logique des pr!dicats sont unaires, binaires ou plus g!n!ralement "adiques.n
5. Un terme singulier est soit un nom, un indexical, un d!monstratif ou une description d!0nie.
6. Les variables ...
7. La grammaire cat!gorielle charact!rise un pr!dicat par le type S N, les connecteurs de phrases

par le type S S, les connecteurs qui forment des pr!dicats complexes par le type S N S N
et les quanti0cateurs de premier ordre par le type S S N .

/
/ ( / )/( / )

/( / )
8. Les quanti0cateurs sont alors des pr!dicats de deuxi.me ordre : ils s#appliquent * des pr!dicats

pour en faire des phrases.
9. Le quanti0cateur universel 2abr.ge# des conjonctions in0nies ; le quanti0cateur existentiel 2abr.ge#

20 Je dis &ensemble' m(me si cette notion rel.ve des probl!matiques. Comme nous prouverons * la p. 229, il ne peut pas y
avoir un ensemble universel ) un ensemble qui contient tout ce qu#il y a $donc !galement soi"m(me%. D#apr.s beaucoup $cf. par
ex. Williamson 2003%, il est cependant parfaitement coh!rent de quanti0er sur tout ce qu#il y a. Dans une telle th!orie, en
cons!quence, le domaine de quanti0cation ne peut pas (tre un ensemble.

21M(me dans ce cas, cependant, la di-!rence entre &∃x∈N (4 < x < ' et &6) ∃x(x∈N ∧ 4 < x < ' reste notationnelle.6)
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des disjonctions in0nies ; ils sont 2duales# de la m(me mani.re que le sont la conjonction et la
disjonction.

10. Un quanti0cateur a  un domaine de quanti0cation associ!  qui  limite le  choix d#objet  pour
l#interpr!tation de la variable qu#il quanti0e.


